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AVANT-PROPOS 


Le présent recueil de problèmes d'analyse mathématique est 
destiné aux élèves des établissements d'enseignement technique 
supérieur. Le choix judicieux et le classement systématique des 
exercices aideront à une meilleure assimilation des principaux 
chapitres d'analyse mathématique. Certains exercices paraïtront 
simples, trop simples même, mais le but poursuivi est d'amener 
progressivement l'élève aux problèmes les plus compliqués: ceux 
qui sont affectés d’un astérisque et dont on trouvera la solution dé- 
taillée dans les Réponses. 

Aucun rappel théorique n'est fait, étant entendu que le lecteur 
se référera au cours d'analyse mathématique. Par contre, les proble- 
mes de physique sont accompagnés des explications théoriques né- 
cessaires. 

Un hommage enfin à l'auteur G. Berman mort des suites d'une 
blessure à la Deuxième Guerre Mondiale et dont l'ouvrage a été 


réédité à maintes reprises en russe par le soin de ses collaborateurs 
et amis. 


CHAPITRE I 


FONCTIONS 


$ 1. Prologue aux fonctions 
Fonctions et définition des fonctions 


1. La somme des angles intérieurs d'un polygone convexe plan est 
fonction du nombre de ses côtés. Se donner analytiquement cette 
fonction. Quelles valeurs peut prendre l'argument ? 

2. Une fonction y de x est définie par le tableau suivant 


Variable indépendante zx 
Fonction y 


Variable indépendante zx 
Fonction y 


Tracer le graphe de cette fonction en joignant les points donnés 
par une ligne « continue » et remplir le tableau en déterminant les 
valeurs correspondant à z = 2,5; 3,5; 4,5; 5,5; 6,5; 7,5; 8,5; 9,5. 
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Fig. 1 


3. Soit donnée une fonction dont la courbe représentative est cel- 
le de la fig. 1. Reproduire ce graphe sur du papier millimétré en 
choisissant l’échelle et quelques valeurs de la variable indépendante. 
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Relever les valeurs de la fonction correspondant à celles de la varia- 
. ble indépendante choisies et dresser le tableau de valeurs. 

4. Une fonction est donnée par le graphe de la fig. 2. On demande : 

a) pour quelles valeurs de la variable indépendante cette fonction 
s’annule-t-elle ? 

b) pour quelles valeurs de la variable indépendante est-elle po- 
sitive? 

c) pour quelles valeurs de la variable indépendante est-elle né- 
gative? 

5. La force F d'interaction de deux charges électriques e, et e:, 
placées à une distance r l’une de l’autre, s'exprime en vertu de la 
loi de Coulomb par la formule 

€" es 
F — ns 
Poser e, = e: = 1 et e = 1 et dres- 
ser le tableau de valeurs de cette 
fonction pour r = 1, 2, ..., 10. 
Construire son graphe en reliant 
les points trouvés par une ligne 
« continue ». 

6. Exprimer le rayon r d’un cy- 
lindre en fonction de sa hauteur À 
et de son volume V supposé égal 
à 1. Calculer r pour les valeurs 
suivantes deh:0,5;1;1,5;:2;:2,5;3;: 
3,93; 4: 4,9: 9. Tracer le graphe de 
cette fonction. 

7. Exprimer l'aire d’un trapèze isocèle de bases a et b en fonc- 
tion de l’angle & adjacent à la base a. Tracer le graphe de cette fonc- 
tion pour a = 2, b = fi. 

8. Exprimer le côté b de l’angle droit d’un triangle rectangle en 
fonction de l’autre côté a, l’'hypothénuse c étant supposée constante 
et égale à 5. Tracer le graphe de cette fonction. 

9. On considère les fonctions 

rs | [r—2l 
a) fa = TT; ) PG = —- 

Calculer: f(0);f(1);f(2); f (—2);f(—12); (V2); 17 (4/2) 1: 
œ (0); SE 5, P(2); p(—2); (4). Calculer si existent f (—1) 
et œ(—1) 

10. On considère la fonction f (u) = u% — 1. Calculer: f (1); 
Ar f(a+1); f(a—1); 2j (20). 

. On considère les fonctions F (z) = 2°® et œ(z) = 21:1"*. 
ce F(0);, F2); F(G); F(—1); F (2,5); F (—1,5) et (0); 
p (2); p(—1); p (); p (—1) + F (A). 


12. On donne la fonction  ({) — t-at. Calculer: (0); v (1): 
b (—1); p (2) ; (a): p (—0). 
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Fig. 2 


13. o(t) = & + 1. Calculer: œ ({*) et [ y (#)f°. 

14. F (x) = 2 — 22° + 5. Montrer que F (a) = F (—a). 
145. O (z) = 7° — 5:. Montrer que ® (—z) = —® (2). 

16. f() = 22 + $+ © +54 Montrer que f(t) = f (1/2). 


17. f (x) = sin x — cos x. Montrer que f (1) > 0. 
18. » (x) = 1g x. Montrer que Ÿ (x) + ÿ (x + 1) = 4 [x (x +1)1. 
19. F (z) = a°. 1) Montrer que quel que soit z l’on a la relation 


F (—2).F (2) — 1 = 0. 
2) Montrer que 
F(@)-FGy) =F(&+ y). 


20. On donne le graphe d'une fonction y = f (x) et les valeurs a 
et b de la variable indépendante x (fig. 3). Construire f (a) et f (b). 
Interpréter géométriquement 
le rapport AURAS )— f{a) 

21. Te que si une cor- 
de quelconque de la courbe 
représentative d'une fonction 
y = f (x) est située au-dessus 
de l’arc qu’elle sous-tend on a 


f (z1) + f (x2) Zik ze 
AE (ES) 


pour tous les x, 5 22. 

22. Soit f (x) = 1° — 2x + 3. Résoudre les équations a) f (x) = 
= j (0); b) f(x) = f (—1). 

ee Soit f(x) = 21° — 5x° — 23r. Résoudre l'équation f (x) — 
= f (—2). 

24. Soit donnée une fonction f (x). Indiquer au moins une racine 
de l'équation f (x) = f (a). 

25. Trouver deux racines de l'équation f (x) — _ +), sachant 
que la fonction j (x) est définie sur l'intervalle [—5, 5]. Résoudre 
cette équation pour f(x) = 2° — 12xz + 3. 

26. Soit F \g = 12 + 6; œ(z) — 5x. Résoudre l'équation 


F (x = (2) 
27. Soit f (x) = xz+1; (x) =z—2. Résoudre l'équation 


[f@+eDl=1/@1+Tp0 ll. 


28. Déduire de ]l’ expression f (x) = az° + bx + 5 les valeurs de 
a et b telles que l'on ait l'identité f (x + 1) — f (x) = 8x + 3. 

29. Soit f (x) = a-cos (bx + c). Pour quelles valeurs des cons- 
tantes a, b et c a-t-on l'identité f (x + 1) — f (x) = sin x? 


Fig. 3 
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Fonctions composées 


30. Soit y = 2°, z = x + 1. Exprimer y en fonction de x. 
31. Soit y—=Vz2+1, z=teg2x. Exprimer y en fonction de x. 
32. Soit y —:?,: =Y//2+ 4, z=at. Exprimer y en fonction de t. 


33. Soit y=sinxz; v—lgy; u—V1+v. Exprimer uw en fonc- 
tion de x. 


34. Soit y—1+z, z=cosy; v—Y 1—22. Exprimer v en fonc- 
tion de x. 


35. Décomposer les fonctions composées suivantes en fonctions 
élémentaires : 


1) y=sin$x; 2) y=Y (+z)*; 3) y=Iligtgz; 
4) y=sins(2r+1); 5) y—5%T, 
36. f(2)—2°—zxz; q(r)=sin2r. Trouver: 


a) f[o(<)]; D ef: o el): à) fte(a: 
e) fIf(2)]5 À FUI}; 8) pl. 


37. Vérifier la validité de la méthode suivante de construction 
du graphe d’une fonction composée y = f[q (x)] = F (x) à partir 
des graphes des fonctions y = f (x), 
y = (zx). Par un point À d’abscis- 
se z du graphe de la fonction (x) 
(fig. 4) on mène une parallèle à l’axe 
Ox qui coupe en B la bissectrice du 
premier et du troisième quadrant ; puis 
par le point B on trace une parallèle à 
l’axe Oy qui rencontre en C le graphe 
de la fonction f (x). Le point d'inter- 
section D de la parallèle menée par C 
à l’axe Ox et de la parallèle menée 
par À à l’axe Oy est le point d'abscis- 
se z du graphe de F (x). 


Fonctions implicites 


38. Expliciter la fonction y définie par les équations: 


1) x22+y2=—1; 2) _— p —=1; 3) z$+y*=a$; 4) xy=C; 


5) 2%V—5; 6) Igz+lg(y+1)=4; 7) 2**V(x2—2)—2° +7; 
8) (1+z)cosy— 22 —0. 
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39*. Montrer que pourz>=>0 l'équationy+|yl—z—1x|—=0 
définit une fonction représentée graphiquement par la bissectri- 
ce du premier quadrant et que pour z < 0 elle est vérifiée par tous 
les points du troisième quadrant (y compris les points frontières). 


S 2. Propriétés élémentaires des fonctions 
Domaine de définition 


40. Dresser le tableau de valeurs de la fonction d’argument entier 
y=— pour 1Â<17< 6. 


! 
&1. La fonction de l'argument entier u = (7) est numérique- 
ment égale à la quantité de nombres premiers non supérieurs à n. 
Dresser le tableau de valeurs de uv pour 1 £ n < 20. 


Fig. 5 


&2. Soit u = f (n) une fonction de l'argument entier r égale au 
nombre de diviseurs entiers de l'argument, différents de 1 et de ».. 
Dresser le tableau de valeurs de u pour 1 < nr < 20. 

43. La poutre de la fig. 5 est composée de trois sections de 1 ; 2: 
1 unité de longueur, respectivement de 2; 3; 4 unité de poids. Le 
poids du segment AM de longueur zx est une fonction de zx. Pour 
quelles valeurs de x celle-ci est-elle définie? La mettre sous forme 
analytique et construire son graphe. 

44. On considère une tour ayant la forme d’un cône tronqué droit 
circulaire de rayon de base 2R (inférieure) et À (supérieure) et de 
hauteur À, supportant un cylindre de rayon R et de hauteur 2R, 
surmonté d’une demi-sphère de rayon À. Exprimer l’aire S de la 
section transversale de la tour en fonction de la distance x de la 
section à la base inférieure du cône. Représenter le graphe de la 
fonction S = f (x). | 

45. Un cylindre est inscrit dans une sphère de rayon À. Exprimer 
le volume V du cylindre en fonction de sa hauteur zx. Trouver le 
domaine de définition de cette fonction. | 

46. Un cône droit est inscrit dans une sphère de rayon R. Expri- 
mer l’aire de la surface latérale S du cône en fonction de sa généra- 
trice x. Déterminer le domaine de définition de cette fonction. 

Déterminer le domaine de définition des fonctions: 

87. 1) y=1—Igz; 2) y—=lg(rx+3); 3) y—Y 5—2zx; 

— 1 1 
4) y=V —prz(p>0); 5) y=—5 7; (6) V=-ET ; 
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1 27 — 
EVE es: 9) y=1—V1—x; 


| L VE Z:TEz- 
10) VE 11) y=V r—47+3; 
z | A 
12) y = VE ET 13) y = arcsin 7? 
14) y =arcsin (r—2); 15) y=arccos(1— 2x); 
16) y — arccos LE . 17) y=arcsin V 2r; 
Vizl-z 
1 k _ : Oz—r |. 
20 == : 21) y=V z ) : 
22) y=ilgsinz; 23) y = arccos 
24) y =]log, 2. 
1 LS 
48. 1) y=na—s +Vz+2; 
a 9 
2) Mdr : — ; 
3) ne sin. (4— x); 
4) y= 
5) y= es Eee LE 
6) Pre 72 + Ig(r° —?); 


7) y =ksnt-3 LV 72 : 
8) y — sé En 9) y — 7 + sinz; 
sin x 


— 9 
9 4—z 
11) y= D. ” 
12) y=V EE —3y +2 + ——_—_—…— 


3 
2. 


13) y=(r+r+1) ©; 14) y=lg(Vr—4+V6—2); 
15) y—=lg{i—Ig(z—5r+16)]. 


FES | 


49. Etablir l'identité des fonctions suivantes : 


1) fé)= Het pia=t; 2) (= et q(r)=7; 


TZ 


3) f(x)=r et p(r)=V a; 4) f(x) =lgz et px) =21lgz. 


90. Imaginer un exemple de fonction analytiquement définie: 

1) uniquement dans l'intervalle 2 << x < 2; 

2) uniquement dans l'intervalle —2 <a z < 2, sauf pour z = 0; 

pour dia les valeurs (réelles) de x à l'exception de x = 2, 
93; 2— 4: 

51. Déterminer les domaines de définition des branches univo- 
ques de la fonction y = œ@ (x) d’équation 

1) y° — 1 + log, x (x — 1) = 0; 2) gt — 2zy? + 2 — x = 0. 


du ni des fonctions 


22. Soit f (x) = _. :; déterminer le domaine de définition de 
f (x) et s'assurer que cette fonction n'est pas négative. 

93. Etudier le signe des fonctions et trouver leurs racines: 

1)y—3z—6, 2)y—12—5r+6; 3) y—2*1; 

4) y—=2$— 3x + 2x; 5) y—=|x|. 

94. Etudier la parité des fonctions : 


1) y=z—2r; 2)y=z—r; 3) y=cosz;4)y—®; 
D) y—=z— Et: 6) y=sinz; 1) y=sinz—cosz; 
8) y=1—:; 9) y=tgz; 10) y=2 7%; 
y 12) y: 19) y= 7 ; 

14) y= ET : 15) y=z. CEA 

16) y=2*"* ; 17) y=In — 


55. Représenter les fonctions suivantes par la somme d’une 
fonction paire et d'une fonction impaire: 

Dy=+3r+2; 2) y=1— 2 — 2 — 2x; 

3) y = sin 2z + cos + + tgz. 

56. Montrer que f (x) + f (—z) est une fonction paire et f (x) — 
— f(—z) une fonction impaire. 

57. Ecrire les fonctions suivantes sous forme d’une somme d’une 
fonction paire et d’une fonction impaire: 

4) y = a; 2) y (1 + x)!® (voir exercice 56). 

58. Montrer que le produit de deux fonctions paires est une fonc- 
tion paire, le produit de deux fonctions impaires, une fonction paire 
et le produit d’une fonction paire par une fonction impaire, une 
fonction impaire. 

59. Parmi les fonctions suivantes indiquer celles qui sont pério- 
diques : 
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1) y=sin?xz; 2) y=sinz"; 3) y—zx-cosr; 
4) y=sin +; 5) y—1+tgz; 6) y—=»9; 
T)y=tlzls 8) y=z—{z]. 
(La fonction [x] est définie comme suit: si x est un entier, alors 


[x] = x. Si z n’est pas entier, alors [x] est égal au plus grand nombre 
entier inférieur à x. Ainsi [2] = 2; [3,25] = 3; [—1,37] = —2.) 


y=p(x) 


Fig. 6 Fig. 7 


60. Tracer le graphe de la fonction périodique de période T = 1 
donnée sur l'intervalle semi-ouvert [0,1) par la formule 


1) y=z;2)y= 7x. 

61. Indiquer les intervalles sur lesquels les fonctions indiquées 
sont croissantes, décroissantes ou constantes: 

Dy=lzl;2Dy=1zl— zx. 

62. Trouver le minimum et le maximum des fonctions 

4) y = sin?z; 2) y = cos 2°; 3) y = 1 — sinz; 4) y = 2*. 


63. Construire le graphe de la fonction y — f(x) + @(x) par 
addition des graphes: 

1) de la fig. 6; 

2) de la fig. 7. 

64. Le graphe de la fonction y = f (x) étant donné, construire 
celui des fonctions: 


Du=lf@ls 2 y=+1lfal+/@i: 
3) y=—[1f (1-7 1. 
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$ 3. Fonctions élémentaires usuelles 
Fonction linéaire 


65. Sachant que la tension E = 2,4 V et l'intensité Z — 0,8A, 
exprimer analytiquement, en utilisant la loi d'Ohm, la tension en 
fonction de l’intensité ; représenter le graphe de la fonction trouvée. 

66. Un récipient de forme arbitraire est rempli d’un liquide. A la 
profondeur À = 25,3 cm la pression du liquide est p — 18,4 gf/cm°. 
On demande : 

a) d'établir une relation entre la pression et la profondeur; 

b) de calculer la pression à la profondeur k = 14,5 cm; 

c) de trouver à quelle profondeur la pression est égale à 26,5 gf/cm*. 

67. Un corps est animé d’un mouvement rectiligne sous l’action 
d'une force F. En utilisant la loi de Newtonécrirela relation exis- 
tant entre la force F et l'accélération w sachant que a — 12 m/s° 
et qu'après s'être déplacé de s = 15 m le corps a fourni un travail 
A = 32 joules. 

68. Déterminer la fonction linéaire y = ax + b en utilisant les. 
données suivantes 


D cly D 7 |y 3) x |y 


014 2|4,3 2 ,5{7,2 
3 1 6 —1,6| O0 3,216,8 


69. Un gaz occupe un volume de 107 cm° à 20° et un volume de 
1144 cm® à 40°. On demande: 

a) d’exprimer le volume du gaz V en fonction de la température 
t en utilisant la loi de Gay-Lussac ; 

b) de calculer le volume occupé à 0 °C. 

70. Un point est animé d'un mouvement rectiligne uniforme. 
En 12 s il parcourt +32,7 cm, en 20 s, +43,4 cm. Exprimer l’es- 
pace s en fonction du temps t. 

71. Un circuit est soumis à une tension uniforme (variant sui- 
vant une loi linéaire). De 12 V au début d’une expérience qui dure 
8 Ss, la tension tombe à 6,4 V. Exprimer la tension V en fonction du 
temps £{ et construire le graphe de cette fonction. 

72. Trouver l'accroissement de la fonction linéaire y = 2x — 7 
lorsque la variable indépendante croît de x, = 3 à x, = 6 

73. Trouver l'accroissement de la fonction linéairey— —3z+1 
correspondant à l'accroissement Az = 2 de la variable indépen- 
dante zx. | 

74. On donne un accroissement Ay — 10 à la fonction 
y= 2,5x + 4. Trouver l’accroissement correspondant de l'argument. 


75. On donne la fonction y — 5 et la valeur initiale x, — 


— a — b de la variable indépendante. Trouver la valeur finale x, 
de la variable indépendante x qui donne à y l'accroissement Ay = 
1 


a—b" 
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76. On se donne une fonction (x) comme suit: @ (x) = Lz + 2 


pour — oo <rz<2; px) = 5 — x pour 2< x << + co. Trouver 
analytiquement et graphiquement les racines de l'équation q (x) = 
= 21 — 4. 

77. Construire le graphe de la fonction: 

4) y=lz+1l+lz—-1|; 2) y=|z+1l—-]z—-1}; 

3) y=|z—3|—21z+1|+2|z|-z+1. 

78*. Pour quelles valeurs de x est vérifiée l'inégalité 

If +PDI<If @I+ To 0) | 


si f() =z—3 et p(r) = 4 — x. 
79. Pour quelles valeurs de zx est vérifiée l'inégalité 


If —-eDI>If@I—-TIe (1, 


si f(x) = z et (x) = z — 2. 

80. Une fonction f (x) est définie comme suit: dans tout inter- 
valle n Lz<n + 1, où nr est un entier positif, la fonction f (x) 
varie linéairement et f (7) — —1, f (n + 1/2) = 0. Construire le 
graphe de cette fonction. 


Fonction du second degré 
81. Construire le graphe et étudier les variations des fonctions 
indiquées: 
1) y=+; 2) y=r—1; 3) y=|æ#—1l; 4) y=1—x; 


5) y=r—r+4; 6) y=r—-rx; 7) y=|z-x|; 

8) y—=22+3; 9) y=2r?—617+4; 10) y=—31x+617—1; 

11) y—=|—322+67—1]; 12) y=—zxz|zx|. 

82. Ecrire l'expression analytique d’une fonction univoque dé- 
finie dans l'intervalle (— «, 6] sachant que son graphe est composé : 

des points de l’axe Oz d’abscisses inférieures à —3 ; 

des points de la parabole d’axe de symétrie Oy passant par 
A (—3, 0), B (0, 5); 

du segment CD d’extrémités C (3, 0) et D (6, 2). 

83. Trouver le maximum des fonctions: 


4 y=—22+xz—1;, 2) y=—x — 3z +2; 

3) y=5—2; 4) y— —22 + ax — a; 5) y = ax — biri. 
84. Trouver le minimum des fonctions: 
4)y=2+4r —2; 2) y = 2° — 1,5z + 0,6; 

3) y=1—3r +62; 4) y = a + a*; 

5) y = (ax + b) (ax — 2b). 
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85. Représenter un nombre a par une somme de deux nombres 
tels que leur produit soit maximal. 

86. Représenter un nombre donné a par une somme de deux nom- 
bres tels que la somme de leurs carrés soit minimale. 

87. On veut clôturer un terrain rectangulaire près d’un mur en 
pierre. La longueur totale de la clôture est de 8 m. Quelle est la 
longueur du côté parallele au mur qui rend maximale l'aire délimi- 
tée par la clôture et le mur? 

88. La somme de deux côtés adjacents d’un triangle est égale à 
100 cm. Quelle doit être la longueur respective de ces côtés pour que 
l'aire du triangle soit maximale? 

89. Parmi les cylindres tels que la section axiale ait un peri- 
mètre P — 100 cm, trouver celui qui possède la plus grande surface 
latérale. 

90. Parmi les cônes tels que le périmètre de la section axiale soit 
égal à P, trouver celui qui possède la plus grande surface latérale. 

91. Soit un corps ayant la forme d'un cylindre circulaire droit et 
supportant un cône (de même base) d'angle au sommet 60°. Sachant 
que le périmètre de la section axiale est égal à 100 cm trouver le 
rayon du cylindre qui rend maximum la surface latérale de ce corps. 

92. Dans un triangle isocèle de base a et de hauteur À on inscrit 
un rectangle comme l'indique la 
fig. 8. Trouver la largeur du rec- 
tangle d’aire maximale. 

93. Dans un cône droit donné 
on inscrit un cylindre de base con- 
centrique à celle du cône. Pour 
quel rapport des rayons de base du 
cône et du cylindre ce dernier 
aura-t-il la plus grande surface 
latérale ? 

94. On donne un cône circulaire de rayon de base R et de hau- 
teur H. On y inscrit un cylindre de base concentrique à celle du cô- 
ne. Trouver le rayon du cylindre de plus grande surface totale. Etu- 
dier le cas H > 2R et H < 2R. 

95. Trouver le rayon du cercle dont un secteur de périmètre égal 
à un nombre donné P admet la plus grande aire. 

96. Une fenêtre a la forme d’un rectangle surmonté d’un triangle 
équilatéral. Le périmètre de la fenêtre est égal à P. Pour quelle va- 
leur de la largeur du rectangle la fenêtre a-t-elle la plus grande surface ? 

97. Une fenêtre a la forme d’un rectangle surmonté d'un demi- 
cercle. Pour quelle valeur de la largeur du rectangle cette fenêtre : 
a-t-elle la plus grande surface si son périmètre est égal à 2 m? 

98. Une feuille de carton a la forme d’un rectangle de 30 X 50 cm. 
On demande de découper les coins de telle sorte qu’en pliant cette 
feuille suivant les lignes pointillées (fig. 9) on obtienne une 
boîte de plus grande surface latérale. Trouver le côté des carrés 
découpés. 


Fig. 8 
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99. On veut construire un parallélépipède rectangle de base car- 
rée avec un fil de fer de 120 cm de longueur. Pour quelle valeur du 
côté de base la surface totale de ce parallélépipède est-elle la plus 
grande ? 

100. On coupe un fil de fer de longueur a cm en deux parties 
dont l’une sert à construire un carré, l’autre un triangle équilatéral. 
Comment faut-il couper ce fil pour que la somme des surfaces des 
deux figures soit minimale ? 

101. Trouver sur la droite y — x un point tel que la somme des 
carrés des distances aux points (—a, 0), (a, 0) et (0, b) soit minimale. 
i 


r2 
Fig. 9 Fig. 40 


102. Trouver sur la droite y — x + 2 un point tel que la somme 
des carrés des distances aux droites 3x — 4y + 8 = 0 et 3x — y — 
— 1 = 0 soit minimale? 

103. Un courant électrique d'intensité J traverse deux circuits 
de résistances r, et r, (fig. 10). Montrer que la perte d'énergie due au 
réchauffement du conducteur par unité de temps est la plus petite 
lorsque la distribution des courants est inversement proportionnelle 
aux résistances des circuits. (On se servira de la loi de la quantité 
de chaleur dégagée: Q — 0,24 J'Rt.) 

104. Construire la parabole y = r° et l'utiliser à la résolution 
graphique des équations suivantes: 


1) —z—2,25 — 0; 2) 2r° — 3x — 5 —=0; 

3) 3,12? — 14xz + 5,8 = 0: 

4) 4x? — 12x + 9 = 0; 5) 31° — 8x + 7 = 0. 

105. On donne la fonction (x) comme suit: @(x) = +z — 


pm 


2 
pour — oo <i<3: p (x) = 1 + x pour T<r< + oo. Trou- 
ver analytiquement et graphiquement toutes les racines réelles de 
l'équation [ (x) = 7x + 25. 
106. Etablir le domaine de définition de la fonction 
y = ]g (ax + bx + c). 
107. Trouver f (x + 1) si f (x — 1) = 22° — 3x + 1. 


z'+2r+c 


PEN PE” est à valeurs 


108*. Montrer que la fonction f(x) — 
réelles si 0<c<1. 
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Fonction homographique 


109. En se servant de la loi de Boyle-Mariotte exprimer le volu- 
me d’un gaz en fonction de la pression avec { constant sachant que 
ce gaz occupe un volume de 2,3 1 à une pression de 760 mm Hg. Tra- 
cer le graphe de cette fonction. 

110. Exprimer x en fonction de v sachant que x est inversement 
proportionnel à y, y inversement proportionnel à z et z inversement 
proportionnel à v. 

111. Exprimer zx en fonction de v sachant que x est inversement 
proportionnel à y, y directement proportionnel à z, z directement 
proportionnel à uw et u inversement proportionnel à v. 


< 


OC) 
Se. 
© 
® 
® 


w, 
() 
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® 
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(à 


Fig. 11 Fig. 12 


112. La quantité de matière se déposant sur une électrode est 
proportionnelle à l'intensité du courant, l'intensité à la conductance 
de l’électrolite, la conductance de l’électrolite à la concentration de 
l'électrolite et, enfin, la concentration de l’électrolite inversement 
proportionnelle au volume du solvant pour cette quantité de matière. 
Exprimer la quantité de matière déposée sur l’électrode en fonction 
du volume du solvant. 

113. Construire le graphe de la fonction homographique : 


z—1 2z 2z—5 
1) T7 2) y= 3—7 ? D Y= TS ’ 
4 — 3x 
V/ _——. ® | 
Du —i = 
ri 


114. Déterminer graphiquement les extrémums de la fonction 
homographique dans l'intervalle donné: 


1) y=< 11, 5]; 2) y= 


z 


2z 


1— 


115. Montrer que : 1) si les abscisses des quatre points M, (x ; 1), 
M (te; Ye), Ms (ts: Vs), M4 (xs 5 ya) du graphe de la fonction y =? 
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(fig. 11) forment la proportion = 1 — D: alors les trapezes rectilignes 
MALI ON: et MaMaNaNs sont égaux. 

2) si les points M, et M, sont situés sur le graphe dela fonction 
y=+ (fig. 12), alors les aires des figures A,M,M:4, et B,M:1M:B; 
sont égales. 


116. Construire par addition le graphe de la fonction y = _. 


$ 4. Fonction inverse. Fonction puissance. 
Fonction exponentielle. Fonction logarithmique 


Fonction inverse 


117. Trouver la fonction inverse de 
1) y=z; 2)y=2r; 3) y—1—3xr; 4) y—r Li; 

1 1 L + 17 = 
9) y=—:; 6) y— ms y=—z; 8)y=Y/ r2+1; 
9) y—10**1; 10) y—1+Ig(r+2); 11) y —log-.2; 
10% — 10-x 


2x . = — Le . 
12) y = TH 2 ? = U — io +1; 14) y—=2sin3t; 
415) y=1 +2 sin = — : 16) y—4arcsinV1—2 
118. Montrer que l'inverse de la fonction homographique y = 
=" ne (sous réserve que ad — bc =£ 0) est également homogra- 
phique. 


119. Sous quelles conditions la fonction homographique f (x) — 
__ _az+b ncide:t:elt . 9 
Te D coincide-t-elle avec son inverse : 

120. Montrer que si f(x) —y a—z", x>0, alors f{f(r)| —zx. 
Trouver la fonction inverse de f (x). 

121. Quelle est la propriété du graphe d'une fonction identique 
à son inverse? 

122. Soit la fonction implicite y? — 4 + log, (x — 1) = 0. Trou- 
ver son domaine de définition et son inverse. 

123. Soit la fonction implicite y? + sin° x — y + 2 = 0. Trou- 
ver son inverse. 


Fonction puissance 
124. Construire le graphe de la fonction 
1 y; 2y=— La; 3) y=r+3r; 


3 


& y=n—zt1; 5) y—=—m+21—2; 6) y—2r ?; 
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7) y = * ; 8) pri 9) y=z"!; 10) y= zx" 6; 
11) nee 12) y—5z-25;: 13) y=1i—Vizi. 


125. Trouver graphiquement les valeurs approchées des racines 
réelles de l'équation x + 3 = 4 ÿ æ. 

126*. Construire le graphe de la parabole cubique y = z* et ré- 
soudre graphiquement les équations: 

1 S+z—4—=0; 2) —3x — z+3—=0; 

3) x — 617 +9r—4—=0; 4) à + 3° + 6x + 4 = 0. 

127. Résoudre graphiquement les problèmes suivants: 

1) Trouver un nombre dont le carré soit égal à la somme de ce 
nombre et de son inverse. 

2) Une sphère en bois de 10 cm de rayon et de densité 0,8 g/cm° 
flotte à la surface de l’eau. Trouver la hauteur du segment immergé. 

3) Un cube et une pyramide en bois de base carrée pèsent 
0,8 kg. L'’arête du cube est égale au côté de la base de la pyramide ; 
la hauteur de la pyramide est égale à 45 cm. Trouver l’arête du cube. 
Le poids spécifique du bois est 0,8 gf/cms. 

128. Soit donnée une fonction y = x", zx > 0. Pour quelles 
valeurs de x cette fonction prend-elle des valeurs respectivement 
plus grandes et plus petites que la fonction inverse? 


Fonctions exponentielle et hyperboliques 
129. Tracer les graphes des fonctions: 
D'y=—2;  2)y=2; 3) y=r.3; 


4) y=1—3%; 5) y= (+ )*; 6) y—2"*. 


130. Utiliser le graphe de la fonction y = 2* pour construire 
sans calculs supplémentaires celui des fonctions: 


x—1 
1)y=2",; 2) y= + 2€. 5 3) y=—+.2 ee À 


* 131. Montrer que le graphe de la fonction y = k-a* (k > 0) se 
déduit du graphe de la fonction y = a* par une translation de vec- 
teur parallèle à l’axe des y. 

132. Construire par addition les graphes des fonctions 


1 y=2 + 2"; 2) y = x° — 2*. 
133. Résoudre graphiquement l'équation 2* — 2x = 0. 
134. Construire l'aire limitée par les courbes y = 2°, y "+2 et 


z = 3. Déterminer approximativement sur le grapheles coordonnées 
des points d’intersection de ces courbes. 
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135. Trouver la plus grande valeur de n telle que 2° > r* pour 
zx Z 100 (nr est entier). 

136. Montrer que y = sh x et y = th x sont des fonctions impai- 
res et y = ch x une fonction paire. Sont-elles périodiques ? 

137. Etablir les relations suivantes: 


4) chz—sh?r—1; 2) ch?r+shr-—ch27; 
3) 2shz-chr=sh2r; 4) sh(a+f)—sha-chf+shB-cha; 


? 


5) ch(æ+B)=cha-chf+sha-shf; 6) 1=-th?r— 
De" 


“che 
7) 1—cthr= — _— : 
Fonction logarithmique 
138. Tracer les graphes des fonctions: 
1) y=——logz; 2) y=lg +; 3) y=|lgx|; 
4) y=log|rl; 5) y—1+lg(x+2); 6) y=log|1—z|; 
7) y=a"®*; 8) y = log. 2. 


139. Tracer le graphe de la fonction y = Ig x. En déduire les 
graphes des fonctions 


td y=ilg(r+t); 2) y=2le (2). 


140. Soit donnée la fonction y = x + gi . Construire par addi- 


tion le graphe de cette fonction et en déterminer graphiquement le 
minimum sur l'intervalle (0,21. 

141. Montrer que le graphe de la fonction y = log, (x + V x° +1) 
est symétrique par rapport à l’origine des coordonnées. Trouver la 
fonction inverse. 

142. Montrer que l’ordonnée de tout point du graphe de la fonction 
y = log, z est égale au produit par » de l’ordonnée du point de même 
abscisse situé sur le graphe de la fonction y — log, nz. 


$ ©. Fonctions trigonométriques 
et trigonométriques inverses 


Fonctions trigonométriques 


143. Déterminer l'amplitude et la période des harmoniques: 


1) y=sin3z; 2) y—=5cos2z; 3) y—=4sinxz; 
Se | .. jf : .. 57 
4) y=2sin— ; 9) y —=sin _ : 6) y—3sin —-- 
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144. Déterminer l’amplitude, la période, la fréquence et la 
phase initiale des harmoniques : 


4) y=2sin(3r+5): 2) y = —cos _— . 
3) y=— sin 2x (o——+) : 4) y =sin + 
145. Tracer le graphe des fonctions : 
1) y = —Sinz; 2) y—1—sinz; 3) y = Î1— cos x; 
4) y—=sin2z; D) y =sinf; 6) y=—2sin + ; 
7) y=cos2z; 8) y—2sin(z—+) ; 
9) y=2sin (374); 10) y=—+ sin (2nr— 1,2): 
11) y=2+2sin (++); 12) y=2cos € ; 
13) y={|sinz|; 14) y =]|cosz|; 15) y=ltgzl; 
46) y=]|ctgzl; 17) y =sec zx ; 18) y = cosec 7; 
cosz pou —7r<rz<0U, 
19) y=4 1 pour 0<r<1, 
1 


— pour TT: 


T 


146. Les côtés d'un triangle sont respectivement égaux à 1 et 
2 cm. Représenter le graphe de l’aire de ce triangle comme une fonc- 
tion de l’angle x compris entre les côtés donnés. Trouver le domai- 
ne de définition de cette fonction et la valeur de l'argument x qui 
rend maximum l'aire du triangle. 

147. Un point est animé d’un mouvement uniforme sur un cercle 
de rayon À centré à l’origine des coordonnées dans le sens contraire 
aux aiguilles d’une montre (sens rétrograde) à une vitesse linéaire 
v cm/s. L’abscisse du point de départ est a. Etablir l’équation de ce 
mouvement harmonique. 

148. Un point est animé d'un mouvement uniforme sur le cercle 
2° + y° — 1. Entre les instants t, et £, il passe de l’ordonnée y, à 
l'ordonnée y,. Etablir l'équation de ce mouvement (i.e. exprimer 
l’ordonnée du point courant y en fonction du temps, de la période et 
de la phase initiale des oscillations). 

149. La fig. 13 représente une manivelle de moteur. Le rayon du 
volant est R, la longueur de la bielle est a. Le volant est animé d’une 
rotation uniforme dans le sens des aiguilles d’une montre et fait r 
tours par seconde. A l'instant { = 0, lorsque 1la bielle et la manivelle 
sont alignées (point mort), la crosse (À) se trouve au point O. Expri- 
mer le déplacement zx de la crosse (A) en fonction du temps t. 
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150. Construire par addition les graphes des fonctions: 
1) y=sinz+cosz; 2) y —sin 277 + sin 3x ; 


3) y—2sin + +3 sin —; 4) y=z+Sinz; 


9) y=Ir—-sinz; 6) y= —%*+ cos x. 

151. Résoudre graphiquement l'équation 

1) z=2sinz; 2) z=tgz; 3) z— cos x — 0: 
4) 4sinx—4—xz; D) 27° =cos zx. ! 


Fig. 13 


192. Trouver la période de l’harmonique : 
1) y =2sin 3x + 3 sin 2z ; 2) y=sint+ cos 2t; 


. at . 7. 
3) y =sin —-+sin — ; 


4) y =sin (2nt+—) +2sin (3x ++) + 3 sin ont. 
153. Tracer le graphe d’un harmonique simple : 
1) y=sinz+cosz; 
2) y—sinz+2sin (z ++) : 
154. Démontrer la méthode 
graphique suivante d’addition des 


oscillations harmoniques. Soient 
donnés les harmoniques 


À, sin (ox + p) et À, sin (©z + a). 


Construisons les vecteurs À, et 42 

de longueur respectivement 4, et 

Fig. 14 A, et faisant les angles q, et 2 

avec l’axe horizontal (fig. 14). La 

somme des vecteurs 4, et 4, est un vecteur À de longueur À faisant 

un angle œ avec l'horizontale ; À et q sont respectivement l’ampli- 
tude et la phase initiale de la somme 


À, sin (oz + q:) + 4, sin (@x + p+) = À sin (oz + 9). 
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155*. Trouver la période et tracer les graphes des fonctions: 


1) y=]|sinrz|+|cosx|; 2) y=+ (= [sinz| ue ne sin z ). 


cos z Tcosz] 


156. Trouver le domaine de définition et tracer les graphes 
des fonctions : 


3 a Fe 1 
1) y=lgsinz; 2) y=Vlgsinr; 3) y=}/ ET 


Fonctions trigonométriques inverses 


157. Tracer les graphes des fonctions : 


1) y=arectgr; 2) y=2arcsin— ; 3) y=1+arctg 2z; 


4) y — + arcCos 27 ; 5) y —arcsin = 

158. Un secteur d'angle au centre & est enroulé en cône. Expri- 
mer l'angle au sommet «w du cône en fonction de l’angle au centre & 
et tracer le graphe de la fonction obtenue. 

159. Un tableau de hauteur a (m) est accroché à un mur sous un 
angle dièdre ç. Le côté inférieur du tableau est situé à b mètres 
au-dessus de l’œil d’un observateur se tenant à une distance Z du 
mur. Exprimer l'angle y sous lequel l'observateur voit le tableau 
en fonction de l’angle 

160. Se servir des données de l'exercice 149 (fig. 13) et exprimer 
l'angle & de rotation de la manivelle en fonction du déplacement zx 
de la crosse. 

161. Pour quelles valeurs de z sont vérifiées les égalités : 


1) arcsin x + arccos x = + 2) arcsin W zx + arccos V x — +; 


5 ; 
3) arccosW1—z?=aresinz; 4) arccosW1—2? = —arcsinx 
9) arctg x =arcctg +; 6) arctg z = arcctg—n : 
7) arccos or =2arctgz; 8) arccos ee arctg z; 
1+ 27 d 1+ 72 ’ 


9) arctg x + arctg 1 = arctg = 


10) arctg x + arctg 1 =x +arctg = 
162. Utiliser les identités de l'exercice 161 pour trouver le do- 
maine de définition et tracer les graphes des fonctions: 


1) y =arccos _— 2) y =arcsin Ÿ 1—z+arcsin V x; 


4) y =arctg z—arcctg + : 


3 +2 
) y = arccos ——— TE : 
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163*. Tracer le graphe de la fonction y — arcsin (sin x). Véri- 
fier qu’elle est périodique. 

164. Tracer le graphe de la fonction y = arccos (cos 2). 

165. Tracer le graphe de la fonction y — arctg (tg x). 

166. Tracer le graphe de la fonction: 


1) y = z — arctg (tg x); 2) y = x — arcsin (sin x); 
3) y = zx arcsin (sin x): 4) y = arccos (cos x) — 
— arcsin (sin x). 


$ 6. Problèmes numériques 


167. Tracer le graphe de la fonction y = x° + 2x? — 4x + 7 sur 
l'intervalle {—4, 2] en faisant varier x par valeurs de 0,2; l'échelle 
des ordonnées est 20 fois inférieure à celle des abscisses. Déterminer 
graphiquement les extrémums de cette fonction sur l'intervalle 
[—3, 2]. A partir de quel point commence-t-elle à décroître? En quel 
point de l’intervalle [-4, 2] s’annule-t-elle? Précision des calculs 0,1. 

168. Lorsqu'on étudie les lois de la théorie de dispersion du tir 
l’on a à tracer le graphe de la fonction y= e4c#@; e & 2,718. Cons- 
truire ce graphe pour À = 2 en faisant varier & de O à 90° par va- 
leurs de 5°. Précision des calculs 0,01. 

169. Soient donnés trois points: M, (1,8); M: (5,6) et M, (9,3). 
Tracer la parabole y — ax? + bx + c qui passe par ces points. 
Trouver les racines de l’équation ax° + bx + c = 0. Précision des 
calculs 0,01. 

170. Soit donnée une feuille de tôle de 30 X 30 cm*. On découpe 
sur les coins des carrés égaux, de manière à construire un caisson de 
1 600 cm avec la partie restante. Trouver le côté x de chaque carré 
découpé. Précision des calculs 0,01. 

171. Vérifier que si dans l'équation 2 + pr + gx +s = 0 
l'on fait x? — y, alors cette équation se transforme en le système 


zx? =y, 
(y — yYo)° + (x— 2) =, 


> 1— p q 9 2 2 
OÙ H=—— To — 7 et r“=y;+T, —Ss. 


Appliquer cette transformation à la résolution graphique de 
l'équation xt — 32° — 8x — 29 — 0. Précision des calculs 0,1. 

172*. Se servir de la transformation de l’exercice 171 pour prou- 
ver, moyennant le changement de variable x = x’ + «, que les 
racines réelles de l’équation du quatrième degré 2 + ax + bz° + 
+ cx + d = 0 peuvent être trouvées graphiquement comme les 
points d’intersection d’un cercle avec la parabole y = z*. 

Se servir de cette transformation pour résoudre graphiquement 
l'équation z#+ 4,2x° — 22r?— 39r + 31 — 0. Précision des calculs 0,1. 
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173. Trouver graphiquement les racines de l'équation e* sin x — 
= 14,e = 2,718 comprises entre 0 et 10 ; établir une formule appro- 
chée pour les autres racines. Précision des calculs 0,01. 

174. Résoudre graphiquement le système : 


z+y* = 1; 162° + y = 4. 


Précision des calculs 0,014. 

175. Tracer les graphes des fonctions (dans un système de coor- 
données polaires) en faisant varier l’angle polaire @ par valeurs de 
n/12 *). 

1) p = a (spirale d’Archimède); 

2) p = a/q (spirale hyperbolique) ; 

3) p = e® (e & 2,718) (spirale logarithmique) ; 

4) p = a sin 3p (rose à trois branches); 

9) p = a cos 2p (rose à deux branches); 

6) p = a (1 — cos p) (cardioïde). 

Précision des calculs 0,01. La constante a > 0 est arbitraire. 


*) L'on admet ici que si p (q)< 0 le rayon correspondant ne définit aucun 
point du graphe. 


CHAPITRE II 


LIMITE. CONTINUITÉ 


$ 1. Définitions fondamentales 


176. Une fonction d'un argument entier prend les valeurs sui- 
vantes 


u = 0,9; u, = 0,99; us — 0,999; ..., u, — 0,999...9 ;… 


n fois 
Calculer lim «,. Déterminer r pour que la valeur absolue de la 


n +00 
différence entre u, et sa limite ne soit pas supérieure à 0,0001. 
177. Une fonction u, prend les valeurs 


| Le L.: ‘1_. 
u, = 1; = rs WG) se 4 Un = … 


Trouver lim u,. Pour quelle valeur de » l'écart entre u, et sa limite 
n—+ 00 


est-il inférieur à un nombre positif donné e? 
178. Démontrer que u, — 7 tend vers 1 lorsque 7 croît indé- 


finiment. A partir de quelle valeur de » l’écart entre u, et 1 n'est-il 
pas supérieur en valeur absolue à 10-t? 
179. La fonction v, prend les valeurs 

cos LL cos ELA cos LE 

2 . __ COS , 2. ; 2 


Uy — { , D 9 , 3 — 3 . CRC Un = n 9 


Trouver lim v,. À partir de quelle valeur de r» l'écart entre v, et sa 


n—+0o 
limite n'est-il pas supérieur à 0,001 en valeur absolue? 
Etablir si v, prend sa valeur limite. 


# Lé e. 5 7 
180. Le terme général de la suite = » We: = ; 
1 27 —1 | ; ’ 2nL 14 : , 
Li = ... est —;5— Si nr est impair et = si nr est pair. 


Trouver lim u,. Pour quelles valeurs de x l'écart entre u, et sa 


T—+00 
limite est-il en valeur absolue <10-‘; < à un nombre positif e 
donné? 
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181. Montrer que la suite u, — ner croit monotonement et 


tend vers 4/3 lorsque nr —+ ©. A partir de quelle valeur de 
n a-t-on 4/3 — u, &e? (e est un nombre positif donné.) 
182. Montrer que la suite u, — Vite tend vers 1 lorsque 


n — oo. À partir de quelle valeur de n a-t-on |1—u, | Le? 
Etudier le caractère de variation de u, à la limite. 
183. La fonction v, prend les valeurs des coefficients binomiaux 


m (m —1 m(m—1)(m—2 
DA DR De à 
m(m—1)(m—2) ... [m—(n—1)] 
.. DE ——————— 


1-.2-3 ...n He 
où rm est un entier positif. Trouver lim v,. 


184. Montrer que la suite u, — 1+ (—1)" ne possède pas de 
limite lorsque nr —> co. 


185. Montrer que lorsque 7 —+ oo la suite u, — PT 8 


2n 
: _ on L (—2)n : 
possède pas de limite, alors que la suite v, = ———— en possède 


gn 
une. Laquelle? 
186. Etablir (si elles existent) les limites des suites: 


: na 
SIN ——— 
1) u, =nsin _. : 2) u, =——— (Rn> 1). 


187. Démontrer le théorème : si les suites ,, us, . . ., U, . .. et 
Up» Vas + + + Un, - - . tendent vers une limite commune a, alors vers 
cette limite tendra également la suite uj, Vi, Uo, Va, + + +3 Uns Un + + « 

188. Démontrer le théorème: si la suite u,, ue, . . ., Un, . .. 
tend vers une limite a alors vers cette limite tendra toute suite par- 
tielle infinie (exemple u,, us, us, . . .). 

189. Soit une suite u,, ue, . . ., Un, . . . admettant a + 0 pour 


limite. Démontrer que lim RH — 1. Que peut-on dire de cette 
n 


limite si a — 0? (Citer des exemples.) 


Fonctions d'argument continu 
190. Soit y—zx?. Lorsque x — 2 alors y — 4. Déterminer à tel 
que |r—-2|<<6 entraîne |y—4|<<e — 0,001. 
191. Soit y= . Lorsque z —+ 2, alors y + =. Détermi- 
ner Ô tel que [z—1|[<6 entraîne [y—+|<0,1. 
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192. Soit = . Lorsque 3 on a y +. Détermi- 
ner Ô tel que |x—3|<6 entraîne Tv |< 0,01 . 


193. Montrer que sin x — 1 lorsque z + _ . Quelles conditions 


doit satisfaire x au voisinage du point x —x/2 pour que 1 — sin zx << 
<< 0,01? 


194. lim = 0. Déterminer N tel que |[z|> N entraîne 


X— 00 . 19 
y < €. : 
195. lim y= + —+ 1. Déterminer N tel que |x|> N en- 


X— 00 


traîne [y—1|<e. 
$S 2. Grandeurs infinies. 
Critères d’existence de la limite 
Grandeurs infinies 


196. La fonction u, prend les valeurs 
Uj = 9, Us = 9, = 1. tn +1, 

Démontrer que w, est un infiniment grand lorsque nr —+ oc. À partir 
de quelle valeur de rx la grandeur w, est-elle plus grande que W? 

197. Montrer que le terme général u, de toute progression arith- 
métique est un infiniment grand lorsque #7 —> co. (Etudier son signe.) 
Cette assertion vaut-elle pour une progression géométrique quel- 
conque ? 


198. lim y — 


x— 0 
[y1> 10%. 
199. Vérifier que la fonction y = — est un infiniment grand 


lorsque x —+ 3. Pour quelles valeurs de z a-t-on | y | => 1000? 


200. Lorsque x — 1 la fonction = est un infiniment 


ne — 00. Déterminer zx tel que l’on ait 


grand. Déterminer 6 tel que |z—1|<< 6 entraîne 7 >N= 


—=10*.: 


201. La fonction y = ——- tend vers l'infini lorsque x —+ 0. 


A quelles inégalités doit satisfaire x pour que | y | > 100? 
202. Lorsque zx — œ l’on a y = Ig xz-+> co. Déterminer M tel 


que z > M entraîne y >> V — 100. 
203. Quelles sont les principales fonctions élémentaires qui 


restent bornées dans leur domaine de définition tout entier? 
204. Montrer que la fonction y — = est bornée sur l'axe nu- 
dE 


mérique tout entier. 
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205. Etablir si la fonction y — = est bornée a) sur l'axe nu- 


mérique tout entier; b) sur l'intervalle [0, œ]. 

206. Etablir si la fonction y = Ig sin x est bornée dans son do- 
maine de définition tout entier. 

Même question pour la fonction y = Ig cos x. 

207. 1) Montrer que les fonctions y = zsinxz et y = xcosz 
ne sont pas bornées lorsque x —> (construire pour chacune de ces 
fonctions au moins une suite z, telle que y, — co). 

2) Les fonctions mentionnées seront-elles des infiniment grands? 

3) Tracer les graphes de ces fonctions. 

208. Tracer les graphes des fonctions f (x) — 2*sinx et f(x) — 
— 2-xsinx 

Pour chacune de ces fonctions construire deux suites x, et x 
telles que lim f (z,) = © et lim f (xs) = (. 


n— 
209. Pour ‘quelles valeurs de a la fonction y = a* sin x n’est- 
elle pas bornée lorsque x —+ + oo (x —> — co)? 
210. Peut-on dire des fonctions non bornées suivantes qu'elles 
sont des infiniment grands: 


f(x) =—< cos + pour —0; 


2) f(z)=zarctgx pour z —+ cw; 

3) f(x) —2*arcsin(sinzx) pour x —+ +; 
4) f(x) =(2+sinzx)lgz-pour z + +0; 
9) f(x) =(+sinz)igz pour z—+ +oæo? 
211. La fonction u, prend les valeurs 


n+1 


n? 9 


3 4 

7% ? U; 3— 9° Un e=— 

S'assurer que u, est un infiniment petit lorsque n —+ co. 
212. La fonction uw, prend les valeurs 


4 1 | n2—8 
Uy—= — 71, LOST RE U3= ) WT: ° Un = PE 


u, =2, Us — 


S'assurer que u, est un infiniment petit lorsque r —+ cc. 
213. Montrer que y = 
tel que l'on ait [y|<< 1074. 


214. Montrer que lorsque x — œ la fonction y=Vr+1—V7 
tend vers 0. Déterminer N tel que r> N entraîne y<e. 


215. Montrer que si lim f (x) = a, on peut représenter f (x) par 


= —+ 0 lorsque zx —+ 0. Déterminer x 


Z— © 
la somme f (x) — a + œ (x), où œ (x) est un infiniment petit lors- 
que x —> 00. 
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Représenter par une telle somme les fonctions suivantes: 
zx EE 


x? 
Du DV SD V=SEr. 


Critère d'existence de la limite 


216*. La fonction uw, prend les valeurs 


1 1, 
Mgr Berg Tigro ob sErt 


Â 1 
FE +... + an +1 der 


Montrer que u, admet une limite lorsque 7 —+ co. 
217. La fonction u, prend les valeurs 


| | | | | 1 
Mes Meg sg We T5 T3a6: 
| | 1 

US Te 5 En: 


Montrer que u, admet une limite lorsque r —+ co. 

218. Démontrer le théorème : 

Si la différence de deux fonctions dont l’une est croissante et 
l’autre décroissante est un infiniment petit pour une même varia- 
tion de la variable indépendante, alors ces fonctions tendent vers 
une même limite. 

219. On donne deux nombres: u, et vo (up << vo). Les termes 
des suites u, et v, sont définis par les formules 


U9 +- Lo up+ 200 , + vi ui+ 204 , 
ne ES RE 


et en général 


Un-1 + Uni 


Un —= ’ Hi 


__ Uni + 20n-1 
DE DES. 


Se servir du théorème précédent pour montrer que les deux suites 
zu, et v, tendent vers une même limite comprise entre u, et w. 
220. On donne la suite u, : 


u =} 6, uo =Y 6+u, ... Un —=V 6+u,_, ... 


Montrer qu'elle admet une limite qu’on évaluera. 


S 3. Fonctions continues 


221. Une fonction y est définie comme suit: 


y —=0 pour z<0; 
y =T pour 0ZSzxr<1; 
y=—1?+4r—2 pou 1<r<3; 
y—=4—7r pour x >3. 


Etudier la continuité de cette fonction. 
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222. Trois cylindres dont les rayons de base sont respectivement 
égaux à 3, 2 et 14 m et la hauteur commune à 5 m sont posés l’un sur 
l’autre. Exprimer l'aire de la section transversale en fonction de la 
distance de cette section à la base du cylindre inférieur. Etudier 
la continuité de cette fonction et tracer son graphe. 

223. Soit donnée 

z+i1, si z<i; 
j (= 3—azx?, si r>1. 


Pour quelles valeurs de a f(x) est-elle continue? (Tracer son graphe.) 
224. Soit 


— 2sinx pour 1 —+; 
f(x) =}! Asinz+B pour —+<i<7; 


{ cos x pour 1>+ ; 


Choisir À et B de telle sorte que la fonction f (x) soit continue ; tra- 
cer son graphe. 


225. Trouver les points de discontinuité des fonctions y — +. 


TR . Tracer les graphes de ces fonctions. Indiquer la 
différence qui existe entre le comportement de ces deux fonctions 
au voisinage des points de discontinuité. 

226. La fonction f (x) — _— n’est pas définie pour z = 4. 
Quelle valeur faut-il donner à / (1) pour que la fonction ainsi définie 
soit continue lorsque z = 1? 

227. De quelle espèce sont les discontinuités des fonctions y — 
= et y = = lorsque x — 0? Etudier l'allure du graphe de 
ces fonctions au voisinage du point x = (0. 


ot y — 


|z 
z 


use 


228. Etudier la continuité de la fonction suivante: y — 


pour zx 0, y = 0 pour x = 0. Tracer son graphe. 
229. Trouver le nombre et l’espèce des points de discontinuité 


de la fonction y — . Tracer son graphe. 


EE e 
l'IE 
230. La fonction y = arctg — n'est pas définie au point zx = (0. 


Peut-on lui ajouter au point x = 0 une quantité telle qu’elle la 
rende continue en ce point? Tracer le graphe de cette fonction. 
231. Etudier la continuité de la fonction 


f{x)=sins pour x-Æ0, f(0) 1. 


Tracer son graphe. 


37 


232. Tracer le graphe de la fonction f (x) = zxsin = . Quelle va- 


leur doit prendre f (0) pour que la fonction f (x) soit partout con- 
tinue? 


233. Montrer que la fonction y = 


- présente une disconti- 


1+2x 
nuilé de première espèce au point z = 0. Tracer schématiquement le 
graphe de cette fonction au voisinage du point z = C. 


234. Etudier le caracuère de discontinuité de la fonction y — 
1 


_o1=x | ei 
927% 7" au point x—1. Peut-on définir y pour r —1Â de telle 
sorte que la fonction y soit continue pour x =1? 

235. Etudier le caractère de discontinuité de la fonction y — 


À point z=0. 


236. La fonction f(x) est définie comme suit: f(x) — 
1,1 


= (zx +1)2 ( TE pour z = 0 et f (0) = 0. Montrer que dans l'in- 
tervalle —2 < x < 2 elle prend toutes les valeurs comprises entre 
f (—2) et f (2) sans exception, alors qu'elle est discontinue (en quel 
point?). Tracer son graphe. 


237. Etudier la continuité de la fonction y = _— . Quelle est 
1otrx 
l'allure de son graphe? 
238. Soit la fonction : si x est rationnel, f (x) = 0; si x est irra- 
tionnel, f (x) = x. Pour quelle valeur de zx cette fonction est-elle 
continue? 


239. Etudier la continuité et tracer le graphe des fonctions: 


1 


z—{[x] 


1) y=z—{rxl; 2) y= ; 3) y=(—1) 


[La fonction [x] est égale au plus grand entier non supérieur à z 
(voir exercice 59)]. 

240. Utiliser les propriétés des fonctions continues pour montrer 
que l’équation x° — 3x = À possède au moins une racine comprise 
entre 1 et 2. 

241*. Montrer: a) qu’un polynôme de degré impair possède au 
moins une racine réelle; b) qu’un polynôme de degré pair possède 
au moins deux racines réelles s’il prend au moins une valeur de signe 
contraire au coefficient du terme supérieur. 

242. Montrer que l'équation x-2* —1 possède au moins une raci- 
ne positive non supérieure à 1. 

243. Montrer que l'équation zx = asin x + b, où 0<a<îi, 
b > 0, possède au moins une racine positive non supérieure à b + a. 
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AU ,, : ai =. 200 Ps =. s 
244. Montrer que l'équation PRE + + D e 0, où 


a>0, a>0, a3>0 et À << As, possède deux racines réelles 
comprises dans les intervalles (À,,À2) et (A>.A3). 


$ 4. Limites. Comparaison des infiniment petits 
Fonctions d'un argument entier 


Trouver les limites. 


245. lim LEE. . 26. im CE 247. PL D 


nes 00 nc (2+1)24 (7 —1)° 
248. lim pere =" 249. Jim ppm ET 
252. dim TE. 253. lim EE 
4/5 19 3/9 1 À 
256. lin ser 27 Mn pa 
1 1 1 
260. lim ES PA 


De 1 


261. lim (1+-2+3+ ...#n). 
n—+0co 
262. lim (EE te 2) | 


n— 00 n+2 2 

; 1—2+3—4+...—2n 
mul ou 7: ou 

ee 1 1 1 

264%. Lim (+++ pr) 

: 1 1 1 
265. Lim (ns + nn) 

Î 

266. lim ET. 267. lim, 


+1 


1 
nn 00 _ 
on 
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s z2+5 à a — 3r+1 
268. lim xX269 lim ( 7 —+1) 
\ 270. li x : x —3 
. AE de ne Fri 
+272. lim TI K 273 lim +3 +2 
X—i Pire L—-92 Z—z—06 
\ (&—1)V2=—z | 8z3— 1 
274. Ju PER V 275. mt ER Ti 
VV ; a+ r—2 | 1 3 
216. lim 271. lim (+= ——) 
ë 1 
28. m5 | 
’ z+2 z—4 
279. lim | —5r14 Ÿ 37-72 
280. . — (m et nr sont des entiers). 
1 
: 2 +zr : zt— 5x 
281 lin A1 enr mé 
. . x2—1 .  1+17—32 
283. Lu 2251 284. Ina 
, xd s 23 x? 
285. lim ( = Re : 286. lim( ZT 
(2z — 1) (37° + x +2) 
287. in LES Sri — EE |. 
(z+1)04+(x+4+2)104 ...+ (+ 4100)10 
m Vrri+tVz 290. lim Vr+i—y +1 
289 on Var ° 2. VA+i— VAE 
291 m Ve +3+V 251 992. lim Vs +4 
on V zS+zt+i—z X— 00 y 27+i 
293. lim Vi+#t. 294. fn VIFE1 : 
x—+0 T x—0 x” 
295. lim V 2511 296. lim V #12 
x— 0 V :2+16— 4 x—5 
297. Lim =V=. 298. 1 im VER V = | 
X—! V'z—1 AL 
SA lp Ÿ me UT 
299. lim} HET , 300. lim 1T=V 1e | 
x 0 7 x 0 # 


40 


Fonction d’argument continu 


Trouver les limites. 


) - 


301. Lim VE VE? (0 > 0). 


302. amet (7 et m sont des entiers). 


303*, im Vi ZX 994, Jim + =V3+e 
<0 z+ zx? il z—i1 


305. Etudier les variations des racines du trinôme du second 


degré ax? + bx + c = 0 lorsque b et c sont constants (b = 0) et 
a—0. 


Trouver les limites. 

306. lim (Vr+a—V x). 307. lim(Wz?+1—Vr?—1). 
308. ‘lim (Vr+1—7r)*) 309. “Tim (Va +1— 7). 
310. im EF E T2). TT 

311. Tim (V z2—2z—1—Vr Tr +3). 


X—+o 


312. lim PATES TE PATES) 


3 
313. limz2(VzS+1—Vzr—1). 


X—00 
314. lim TE, 315. lim £=. 
x—0 x—0 
sin az ; tg 2x 
316. . mp 317. . ET 
318. lim Re (x et m sont des entiers positifs). 
a—0 
: 2 arcsin z .  2r—arcsinz 
319. lim FT Re 0 320. AU ENT TE à 
. _ 1—cos x : 1 —cos$ z 
323. lim ——"#@% 394. lin nr, 
se Y (—cos a)? a. 1— sin z—cos z 
. _ tga—sin a . _ (1—cos a)? 
325. ue Re 326. mess —smse 
| | | ; 1—sin z 
27 in(r—mgr). 328 lin 
“3 (5) 
320 Lin SE, 330. lim, 
ss a V ({—sin z)2 de sin 2x 


DT E 


*) Dans les exemples où z + + o il faut traiter séparément le cas z —+ 


—+ + 00 et zx —> — oc. 
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331. 


333. 


339. 


337. 


338. 


340. 
342. 
343. 
344. 


345. 


393. 


lim (5 2 tg x. 332. lim — 
see s ax js 
2 72 
lim (1 — 2) te =. 334. lim (sin = -tg +). 
z— 1 + ya “ 
: TI 
; COS x —sin z (+) 
fin, 336. lim — 
cos 2x r V3 
Do Ed D —CusS 
1 —sin _. 
a 
Xe a es ms CT TT mens 
cos — (cos z — sin r) 
lim (2x tgr— —7 } 339. lim (ar s#)—cos (a 2), 
cos z PE z 
x — 
2 
re cos ar — cos Pr 341. Lim #2 (+7) —sin (a —2) : 
x— 0 z? - æ—0 tg(a+z)—tg(a—z) 
lim sin? &æ — sin? 
as OR 
: sin (a+ 2h)—2sin(a+h)+sin a 
a 
Én tg(a+2h)—2tg(ath)+tga 
h-0 h? | 
in V?=V i+csz | 346. lim V'i+sinz—-Vi-—sinz | 
pa sin? z x 0 tgz 
re V'i+zsinz—YV cos 2r 
x—0 > cc 
tg 5 
à 4— cos x V/ cos 2z 
= org 
li y 1+arctg 3r—ÿ 1—arcsin 3x 


x-0 V1—arcsin 2r— 1+arctg 27 


Va V'arccos z 


Ps V'z+1 
lin (=) 32. lim (17) 
x+1 
Un (142) ° ne oi à 
x+1 
Mo) Sélin(se) 


3957. 


lim ( au. ) | 358. lim ( an. )- 


Xe zx —1 X — + 00 2z—1 
" 2 4 \x | 4 \x 
359. dim (+) | 360. lim (1 +7)". 
- 1 \x° 5 z2—2r+4 \x 
{ 
363. lim (4 + sin r)° 7. 364. lim (1+tg2V r)“*. 
x—0 x—0 
365. in ER), 66. in een etre 
x—0 T x—0 T 
: ; Inxr—1 
367. Jim {x {In (x +a)— ri). 368. A = + 
369. lim =1. 370. lim — | 
h=—0 x—0 
371. lim —£.. 372. lim SE 
x—!i x—0 T° 
x sin 2x __ sin x 
3738. lim = 2 TN CE AE 
x—0 sin z x—0 
1 
375. lin == 376. lim r(e* —1). 
Xx— 1) X— 
377. lim (chr—shr). 378. lim thr. 
X— +00 X—++oo 
Limites 


Trouver les limites. 


379. lim ET Considérer séparément les cas où n: 1) est 
X—00 
un entier positif, 2) un entier négatif, 3) nul. 
380. lim ARR NTES V 2). 
X— Ho 
381. us RT ———— (a > 0). 382. Jim — — (a > 0). 
383. limin®, 384. lim EZ. 
ZX <— 00 
.. z+sinz ._ arcsinz 
389. Ml seu M Ne 
._ _ Sin(a+3h)—3sin(a+2h)+3sin(a+h)—sina 
Re 
388. lim tg2xz(V 2sin°r+3sinr+4—V sin?r+6sin x +2). 


TZ —— 


2 
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389, Jim_1=<%(41—cos 2) 


x—0 4 
390*. lim (cos + -cos + ... COS 7) 
391. lim z2 (1—cos +) : 392. lim (cos Vr+1—cosV/ x). 
$ | 
393*. limz (arctg 5-5) : 
394. limz (arctg = — arctg +) ' 
| inxz—arct ; 4 \x 
395*. Lirn PRES 396. Jim (1 +) (n > 0). 
1 
397%. lim(cosz) +. 398. limnc0sz, 
x—0 x—0 z 
| sin x 1 
399. lim (=) NE, 400. lim (cos x-} sin x)*. 
x—0 T x—0 


1 


401. lim(cosz+asin br). 
x—0 


Comparaison des infiniment petits 


402. Un infiniment petit u, prend les valeurs 


1 1 
u—=1, HT os dc nr a 


et un infiniment petit v, les valeurs 


n 1 1 
its Vo gs V3 Ts +1 Va 


En 
re 


Comparer u, et v,; lequel d’entre eux possède le plus grand 
ordre de petitesse. 
403. La fonction u, prend les valeurs 


et la fonction v, respectivement les valeurs 

5 10 n2+ 1 
rÉ Vs 5ror ln = ns 
Comparer ces infiniment petits. 

404. Un infiniment petit u, prend les valeurs 


1 2 n—1 
Z: UT se.) Un = POS EL 


Vy—2, Vo = 
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et un infiniment petit v, les valeurs 


9 7 __2n+1 


Uy = d; F2: U3 — 5 ss Vn — 


n? 9 e. + ee 


Montrer que u, et v, sont d’un même ordre de grandeur mais ne sont 
pas équivalents. 
A 


405. Les fonctions y = = et y = 1 — V x sont des infiniment 


petits lorsque x — 1. Laquelle d’entre elles possède le plus grand 
ordre de petitesse ? 

406. Soit donnée la fonction y — 2°. Montrer que lorsque x 0 
et Az —+ 0, les grandeurs Ay et Az sont des infiniment petits d'un 
même ordre. 

Vérifier que pour x = 0 la grandeur Ay est un infiniment petit 
d'ordre supérieur par rapport à Ax. 

Pour quelle valeur de x les accroissements Az et Ay seront-ils 
équivalents? 

407. Montrer que lorsque z — 1 les infiniment petits 1 — x et 
1 — x sont d’un même ordre. Sont-ils équivalents? 

408. Va + —Va (a>>0) est un infiniment petit lorsque 
z—r>0. Déterminer son ordre par rapport à x. 

409. Trouver l’ordre des infiniment petits par rapport à x lors- 
que zx —> 0: : 

3 2. 3/73 V7. z(z+1) . (E 

1) 3410007? ; 2) Y'r2—Vzr; 3) STE 4) 

410. Montrer que les accroissements des fonctions u = aV x et 
uv = bz? pour z > 0 et Az —+ 0 sont d’un même ordre de petitesse. 
Pour quelle valeur de x sont-ils équivalents (a et b sont non nuls)? 

411. Montrer que lorsque z —+ 1 les infiniment petits 1 — x et 
a({— y x), où a 0 et k un entier positif, sont d’un même ordre. 
Pour quelle valeur de a sont-ils équivalents? 


412. Montrer que lorsque z— 5 les fonctions sec x — tg x et 


x — 2x sont des infiniment petits d’un même ordre. Seront-elles 
équivalentes ? 

&13. Montrer que lorsque x —- 0 les infiniment petits e** — e* et 
sin 2z — sin z sont équivalents. 

&14. Trouver l’ordre de petitesse par rapport à x lorsque zx —+ 0 
des infiniment petits: 


1 7 1+4ÿ/7—1: 2) VT+2r—1—Vr; 3) eV*—1; 

4) esinx_1{; 5) In(1+Wzsinx); 6) Vi+rtg +; 
7) e—cos x; 8) e**— cos zx; 9) cosr— 7 cost: 
40) sin(Vi+r—1); 11) In({+2)—2 7e — 1}; 

12) arcsin (PV 4+r2—2). 


Quelques problèmes de géométrie 


415. Soit un triangle équilatéral de côté a et de hauteur À; on 
construit un autre triangle équilatéral de côté k. On poursuit cette 
opération » fois. Trouver la limite de la somme des aires de tous 
les triangles lorsque nr —+ co. 

416. Dans un cercle de rayon R on inscrit un carré, dans ce carré 
un cercle, dans ce cercle un carré et ainsi de suite n fois. Trouver la 


Fig. 15 Fig. 16 


limite de la somme des aires des cercles et la limite de la somme des 
aires des carrés lorsque 7 —+ oo. 

417. Dans un triangle rectangle isocèle dont la base est divisée 
en 2n parties égales on inscrit une figure en escalier comme l'indique 
la fig. 15. Montrer que lorsque 7 —+ oo la différence entre l'aire du 
triangle et celle de la figure en escalier est un infiniment petit. 


Fig. 17 Fig. 18 


418. On considère un triangle rectangle isocèle de côté a et dont 
l'hypoténuse est divisée en parties égales. En menant à partir des 
points de division des droites parallèles aux côtés de l’angle droit 
on obtient la ligne polygonale AKLMNOPQRTB (fig. 16). La lon- 
gueur de cette ligne est égale à 2a quel que soit », donc sa limite est 
égale à 2a. Or, lorsque n —+ c, cette ligne se rapproche indéfiniment 
de l’hypoténuse. Donc l’hypoténuse est égale à la somme des côtés 
de l’angle droit. Trouver la lacune de ce raisonnement. 

&19. Un segment AB de longueur a est divisé en parties égales 


par » points, d’où l’on mène des droites faisant un angle de = avec 
AB (fig. 17). Trouver la limite de la ligne polygonale obtenue lors- 
que nr —+ oo. La comparer avec celle de l'exercice précédent. 
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&20. Un segment AB de longueur a est divisé en n parties égales 
Sur chacune d'elles on construit un arc de cercle égal à x/n7 radians 
(fig. 148). Trouver la limite de la longueur de la ligne obtenue lors- 
que 7 —+ oo. Comment varie ce résultat si l’arc de cercle considéré 
est un demi-cercle? 

&21. Un cercle de rayon R est partagé en n parties égales par les 
points M1, M2, . .., M,. En prenant chaque point pour centre on 


Fig. 19 Fig. 20 


trace un arc de cercle jusqu'à ce qu'il coupe les arcs de cercle voisins 
(fig. 19). Trouver la limite de la courbe fermée obtenue lorsque 
n —+ 00. 

422. Deux cercles de rayons R et r (R>r) sont tangents en 
l'origine des coordonnées et situés à droite de l’axe OY (fig. 20). 
De quel ordre par rapport à x sont les infiniment petits MM” et & 
lorsque z —+ 0? 

423. Soit un cercle de centre O et un point P situé à l'extérieur. 
De P on mène une tangente PT au cercle, puis du point T on abaisse 
une perpendiculaire 7 V sur OP. Montrer que les segments AP et 
AN , où À est le point où OP coupe le cercle, sont des infiniment 
petits équivalents lorsque P —- À. 

424. Par les extrémités et le milieu d’un arc de cercle AB on 
mène des tangentes, puis l’on joint À et B. Montrer que le rapport 
des aires des deux triangles ainsi obtenus tend vers 4 lorsque l'arc 
AB décroit indéfiniment. 


Problèmes numériques 


425. Se servir de l’équivalence des fonctions Vÿ1--r —1 et 
4/2z lorsque x — Ô pour calculer approximativement : 


1) VT05 ; 2) V912; 3) V 260; 4) V 1632; 5) V/0,31; 6) 0,021. 
AT 


426. Montrer que lorsque x—+0, les fonctions N'T+z—1 et+ 


sont des infiniment petits. Utiliser ce résultat pour le calcul 


approché des racines : 1) 71047 ; 2) 78144 ; 3) ÿ 1,1: 4) 1080. 
Calculer ces racines à l’aide des tables logarithmiques et comparer 
les résultats obtenus. 

427. Se servir de l'équivalence de In (1 + x) et x lorsque x —+ 0 
pour le calcul approché des logarithmes naturels des nombres sui- 
vants: 1,01; 1,02; 1,1; 1,2. Trouver les logarithmes décimaux de 
ces nombres et comparer avec les données tabulaires. 


CHAPITRE III 


DÉRIVÉE ET DIFFÉRENTIELLE. 
CALCUL DIFFÉRENTIEL 


$ 1. Dérivée. Vitesse de variation d’une fonction 
Quelques problèmes de physique 
428. Soit l’équation du mouvement rectiligne d’un point 
s = 5t + 6. 


Calculer la vitesse moyenne du mouvement : a) pendant les 6 pre- 
mières secondes ; b) pendant l'intervalle de temps compris entre la 
fin de la 3-ème et la fin de la 6-ème seconde. 

&29. Un point M s'éloigne d’un point fixe À de telle sorte que 
la distance AM reste proportionnelle au carré du temps. 2 mn après 
le départ la distance A M est égale à 12 m. Trouver la vitesse moyenne 
du mouvement: a) pendant les 5 premières minutes; b) pendant 
l'intervalle de temps compris entre t — 4 mn et { — 7 mn; c) pen- 
dant l'intervalle de temps compris entre £ = #, et t = #. 


430. Soit l'équation d'un mouvement rectiligne: s = # + : 


Calculer la vitesse moyenne de {—4 à t—4 + At en supposant 
At—=2; 1; 0,1; 0,03. 

431. On sait que la chute libre d’un corps obéit à la loi s — = : 
où g (— 9,80 m/s*) est l'accélération de la pesanteur. Trouver la 
vitesse moyenne dans l'intervalle de temps de { = 5 s à (t + At)s 
en supposant At=1 5;0,1 s; 0,05 s:0,001s; calculer la vitesse d’un 
corps tombant en chute libre à la fin de la 5-ème, à la fin de la 40-ème 
seconde. Etablir la vitesse de ce corps pour t quelconque. 

432. On considère une tige fine non homogène de longueur L — 
— 20 cm. La masse du segment AM = 2 cm qui est de 8 g est pro- 
portionnelle au carré de la distance du point M au point À. Calcu- 
ler : a) la densité linéaire moyenne du segment de tige AM = 2 cm; 
b) de toute la tige; c) la densité de la tige au point M. 

433. On considère une tige fine non homogène AB de longueur 
30 cm dont la masse (en g) est répartie suivant la loi m = 30? + 5l, 
où L est la distance au point À. Calculer : 1) la densité linéaire moyen- 
ne de la tige ; 2) la densité linéaire : a) au point situé à une distance 
1 = 5 cm de À, b) au point À, c) à l'extrémité de la tige. 

434. La quantité de chaleur Q (en calories) nécessaire pour éle- 
ver la température d’un gramme d'eau de 0 à t °C est définie par la 
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formule 
Q = t + 0,00002f* + 0,00000035. 


Calculer la chaleur spécifique de l’eau pour ?£ — 30° et # — 100°. 

435*. La vitesse angulaire d’un mouvement de rotation unifor- 
me est par définition le rapport de l'angle de rotation à l'intervalle 
de temps correspondant. Donner la définition de la vitesse angulaire 
d’un mouvement de rotation non uniforme. 

436. Si la désintégration radio-active était uniforme, par vitesse 
on entendrait la quantité de matière qui se désintègre par unité de 
temps. Or ce processus n’est pas uniforme. On demande de définir la 
vitesse de la désintégration radio-active. 

437. L'intensité du courant continu est par définition la quanti- 
té d'électricité traversant la section transversale du conducteur dans 
l'unité de temps. Donner par analogie la définition de l'intensité du 
courant alternatif. 

438. Le coefficient thermique de la dilatation linéaire d’une tige 
est par définition l'accroissement de sa longueur lorsque la tempé- 
rature s’élève d’un degré C sous réserve que cette dilatation soit 
uniforme. En vérité ce processus n'est pas uniforme. On demande 
donc de définir le coefficient de dilatation linéaire en supposant 
1 = f (t), où L est la longueur de la tige et £ la température. 

439. Le coefficient de distension est par définition l’accroisse- 
ment de l'unité de longueur d’un ressort sollicité par une force uni- 
taire agissant sur chaque unité de surface de la section du ressort. 
On suppose que l'allongement est proportionnel à l’action (loi de 
Hooke). Donner une définition du coefficient k si l’on s’écarte de la 
loi de Hooke. (On suppose que / est la longueur du ressort, S la 
section, P la force de distension et Z = œ (P).) 


Fonction dérivée 


440. Calculer l'accroissement de la fonction y — z° au point 
z, = 2 en supposant que l'accroissement Az de la variable indépen- 
dante est égal à : 1) 2; 2) 1; 3) 0,5; 4) 0,1. 


441. Calculer le rapport _. pour les fonctions : 


1) y—22x—2 +1 pour z=1; Ar=0,1; 
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2) y=— pour z—2; Axr—0.01; 
3) y=Vz pour z—4; Axr—0,4. 


Montrer que lorsque Az —+ 0 la limite de ce rapport est égale à 4, 
(—1/4) et 1/4 respectivement dans le premier, le second et le troisiè- 
me Cas. 
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442. Soit la fonction y = z*. Calculer la valeur approchée de la 
dérivée au point x — 3 en supposant Az égal à: a) 0,5; b) 0,1; 
c) 0,01; d) O0, 001. 

443. f (x) = 2; calculer f'(5); f (—2); f(—3/2). 

44h. f (x) = calculer f’(1); f’(0); f(—V 2 2); (4/3). 

445. f (x) = 1°; trouver le point où f(x) = f ( z). 

446. res que la fonction f (x) = x* vérifie la relation 


f (a+ b) = f @), . (b). Cette relation est-elle vérifiée par la 
fonction jf (x) — 


447. Calculer . dérivée de la fonction y = sin x pour x = (0. 
448. Calculer la dérivée de la fonction y = Ig x pour x = 1. 
449. Calculer la dérivée de la fonction y — 10° pour x = (. 

450. On sait que f (0) — 0 et qu'’existe la limite de l'expression 


fe lorsque x —> 0. Montrer que cette limite est égale à f’(0). 


| 451. Démontrer le théorème: si f (x) et p (x) sont nulles pour 
z=0et possèdent des dérivées pour x — 0, (@° (0) = 0), alors 
. … f(x) __ f"(0) 
Re @ 


52. Montrer que si f(r) admet une dérivée pour x —a, alors 


lim 0-1 = f (a) — af’ (a). 
453. Montrer que la dérivée d’une fonction paire est une fonc- 


tion impaire et inversement que la dérivée d’une fonction impaire 
est une fonction paire. 


Interprétation géométrique de la dérivée 


454. Calculer le coefficient angulaire de la tangente à la para- 
bole y — Le 1) à l'origine des coordonnées, 2) au point (3 ; 9), 3) au 
point (—2; 4), aux points d’intersection avec la droite y — 3x — 2. 

455. Trouver les points où le coefficient angulaire de la tangente 
à la parabole cubique y — zr° est égal à 3. 

456. Trouver le point où la tangente à la parabole y — zx° est: 
41) parallèle à l’axe Ox, 2) fait un angle de 45° avec l’axe des x. 

457. Montrer que la tangente à la parabole cubique y = z*° ne 
peut faire un angle obtus avec l'axe Or. 

458. Calculer l’angle sous lequel se coupent la parabole y— 2° 
et la droite 3x — y — 2 = 0. 

459. Calculer l'angle sous lequel se coupent les paraboles y — 
— 2 et y° = x. 

460. Calculer l'angle sous lequel se coupent l'hyperbole y = 1/x 
et la parabole y — V x. 

461. Ecrire l’équation de la tangente et de la normale menées à 


la courbe y — z*° au point d’abscisse 2. Calculer la sous-tangente et 
Ja sous-normale. 
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462. Pour quelle valeur de la variable indépendante les tan- 
gentes aux courbes y = 1° et y = x° sont-elles parallèles ? 

463. En quel point de la parabole y = z*° la tangente est : 1) pa- 
rallèle à la droite y = 4x — 5; 2) perpendiculairé ä la droite 
2x — 6y + 5 = 0; 3) fait un angle de 45° avec la Joie — y + 
+ 4 = 0? 

&64. Montrer que la sous-tangente d’un point quelconque de la 
parabole y = azx° est égale à la moitié de l’abscisse du point de tan- 
gence. Utiliser cette propriété pour donner une méthode de construc- 
tion de la tangente à une parabole en un point donné. 

465. Montrer que la normale à une parabole en un quelconque 
de ses points est la bissectrice de l’angle formé par le rayon vecteur 
de ce point et la droite qui passe par ce point et qui est parallèle à 
l'axe de la parabole. (On rappelle que le rayon vecteur d’un point 
est le vecteur qui joint ce point au foyer de la parabole.) 


$ 2. Dérivation des fonctions 


Fonctions puissances 
Dans ce paragraphe on désignera les variables indépendantes par 


z, y, Z,t, u, v, s et les constantes par a, b,c,d,m,n, p, q. 
466. Calculer les dérivées des fonctions: 


1) 3a2—57+1; 2) 2t— ++ 2,522 0,37 + 0,1: 
3) ar?+bz+c; 4) Aa des 9) dé 


D 0BV UT + bar: D LH EHE 
Lever VE L En | 

8) Pete PUS; o te ; 

10) 0,147 5 — arte ; 141) (x—0,5Y : 


42) Vite-Vz+): 13 &+ AP (0—1); 

14) 0,5—3(a—x}; 15) te 16) (=). 

467. f(z)=3z—2V x. Trouver: f(1); f'(1): f(4); f'(4); 
f(a); f'(a?). | 

468. f(="—ŸT. Trouver: f(—1); f'(—1); (2); 


469. (DE, Trouver: f’ (+) ; 
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470. f(x) 


Dans les problèmes 471-489 dériver les fonctions. 


j'(a)=f"(—a). 


471. 1) y=(x—3z+3)(22+2r— 1); 
2) y=(s—3z+2) (+ —1); 


3) y= 


4) y=(-V3) (a a+ 


(V°z+1) (-7=-1) | 


5) y=(ÿ/z+2x) (+9 2+3x) ; 


6) y=(2°—1)(2°— 4) (x — 9); 


=4—5x<+218— 2185. Montrer que 


LE) : 


T)y=(1+Vz) (1+Y 2x) (1+4+V 3x). 


472. y= +. 473. 
474. s= T1 475. 
476. y= . 471. : 
478. u = —}— 479. 
480. y = —. 481. 
482. y=1=> 483. 
= 
484. ARE Te 485. 
486. y = EE 487. 
488. y= te 489. 
490. (= (2 +x+1) (22 + 1); 


491. 


492. F (x) — 
493. 
494. 
495. 


496. 


(z— 3); 


s(t)=—— 
sa (5—<); trouver y’ (1) et y (a). 
p(p)=- 
p(z)=- 


TF 


U = 


U —= 


y = 


3 (z2— 


DS ES 
241 
v3 — 2p 


v2+u+1i 


z2+4 
1) 


7 br” 


a — 
A— 72) (1— 


L(r—1)(1—2). 


278) | 


_ a?b?c° 
1— (z—a) (z—d) (z—0c) ° 


+ = ; trouver s’(0) et s” (2). 


TT: 


TE trouver œ(1). 


; trouver p”(2) et p’ (0). 


trouver f’ (0) et f’(1). 
trouver F" (0); F’(1)et F’ (2). 


a  — Eu : trouver F”(0) et F’(—1). 
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497. z(t)—(V # +1)t; trouver = (0). 
Dans les problèmes 498-513 dériver les fonctions. 
498. 1) (z—a)(z—b)(x—c)(r—d); 2) (x2+1)'; 
3) (1—z)2; 4) (+27); 5) (1 —z2)0 : 
6) (5x5+22—4)5; 7) (x — zxÿ$; 
6 
8) (722 +6) ; 9) s=(#—7 +3); 


10) y= (+ 11) y= (is) ; 


1 1+z 
12) y = (225 + 3x2 + 6x +1)°. 

499, v= 500. = 
501. le. 502. VE 
503. y—=V 1—7°. 504. y=(1— 225) 
505. u=(——)" 506. = 
507. == 508. y— Vi. 
909. = 510. == 
511. = 512. or TL 
513. at 


3 
514. u(v)=(1?+u+2)"; trouver u’ (1). 
915. (= 2 ;: trouver y” (2). 


1 — 72 
1+7° 


916. y(z) — : trouver y” (0). 


Fonctions trigonomeétriques 


Dans les problèmes 517-546 dériver les fonctions. 


917. y=sinxz +cosz. 518. = —- 
519. y — &£ . 920. p = sin p+ cos y. 
sin &@ @ sin { 
521. 1 dans 522. S— {cost 
z zsinzx 
DU ne pose: 924. y= TE: 


925. 
527. 


929. 
531. 
533. 


935. 
537. 


939. 
541. 
943. 


945. 


547. 


y = COS" +. 


1 
y = COS r — - COS* x. 


y= ter ter. 


y = sec? x - cosec? x. 


TZ 
y = a COS —. 


3 
1 
y= te +. 
Er 
y=sin —. 
y = COS* 4x. 
y=sinY1+z. 


y= (1 + sin? zx}. 


Déduire les formules 


526. 
928. 


530. 
932. 
934. 


236. 
538. 
540. 


942. 
944. 


246. 


| 
=7tg"r. 


y —=3sin?z—sin* r. 
y—=zxsec z—tgzx. 
y = sin 3x. 
y = 3sin (3r +5). 
y=V1+2 tg x. 
y=sin(sinzx). 
y= y te5. 
y=ctgy 1+7r. 

1 
y=V/1 +tg(r+—) : 


y = sin? (cos 3x). 


(sin" zcos nr) —nsin"-!xcos(n+1)z; 
(sin rsinnr) —=nsin-‘rsin(r+l)z; 
(cos” rsinnz) —ncos"tzrcos(n+1) x; 
(cos" rcosnx) — —ncos"trsin(n+1)zx. 


Fonctions trigonométriques inverses 


Dans les problèmes 548-572 dériver les fonctions. 


548. y = zx arcsin r. 

990. y = (arcsin x)’. 

592. y— arcsinz 

554. y = = 

9956. y = (arccos x + arcsin x)”. 

997. y — arcsec x. 

559. y—-sinr 
A 


arcsin z 
949. y— ArCCOS z | 
551. y= zarcsin x + V1 — 7°. 


593. 
595. 


598. 
560. 


y =zxsinzarctg x. 
y=V z-arctgr. 
= arct 
= rctg x 
NUE 
1 arctgz 
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2z —1 
V3. 


964. y—arcsin 2 : 


962. y —arccos 


566. y — arctg? + : 


961. y—=arcsin(r— 1). 
563. y = arctg r°. 
569. y —arcsin (sin x). 
567. y = V1 —(arccos x). 

RO VE ar 
569. y=-v arcsinV 12+2r. 

: sin & sin x 

570. y = arcsin TT coacis- 
572. y —arctg (r—V 1 + r°). 


” . 1—7 
968. y —=arcsin re 
” b+a cos z 
571. y rs re : 


Fonctions logarithmiques 


Dans les problèmes 573-597, dériver les fonctions. 


573. y — x" log; z. 
979. y—=zrlgz. 
z—1 
577. Jo z ‘ 
579. ÉTne. 
1—Inz 
581. 1 {Linz : 
583. y—zx" In x. 
985. y—In(1—2rx). 
587. y—Ilnsinz. 
589. y—Intgz. 
591. y—In*sinzx. 


. y=({+iInsinz)". 
. y=InarctgV 1 +72. 


= V/hsi z+3 
. y —= Sin —— . 


574. y—=In?x. 
578. y—rsinrlnr. 
ln z 
980. y=— 
In z 
982. y — Eure 
584. y=V 1+In?z 
586. y—In(r—47r) 
088. y —]log:(1x°— 1). 


. y—=1narccos 2r. 

. y =arctg{ln (ar +b)]. 

. y = log [logs (log: x)]. 

. y —<arcsin? {ln (aÿ +2*)]. 


Fonctions exponentielles 


Dans les problèmes 598-633 dériver les fonctions. 


998. 
601. 
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y =2*. 


_ + 
IT: 


599. y —10". 


602. y—zxr.10*. 


600. y=. 
603. y— ze. 


3 x 
604. y=+ 605. y= +. 606. y—e" cos r. 
Se __ cos z … = 
607. rip 608. y = = 609. y =2 ù 
610. y = x° — 3x. 611. y—V 1e. 
: : __d+ex 
612. y—(r?—2r7+3)e*. 613. y — = 
1—10% ex 
614. = : 615. 1355" 
616. y— re” (cos r + sin x). 617. y—=e"*. 
618. y — 107""3. 619. y—eVx+1, 
620. y —sin (2°). 621. y—3%%, 
622. y—asinsx, 623. y — earcsin 2x, 
624. y—2*. 625. y—eVin*, 
626. y=sin (ex*+3x-2), 627. y—10'"n 3x, 
628. y—eVin(axi+bx+e), 629. y—Insin ÿ arctg e*. 
x? 
630. y—ae-t'xt. 631. y—r2e %. 


632. y—Ae-*zsin(or+a). 633. y —=a*r. 
Fonctions hyperboliques 


Dans les problèmes 634-649 dériver les fonctions. 


634. y —sh* zx. 635. y—Ilnchzx. 
636. y — arctg (thx). 637. y — th (1 — x°). 
638. y —sh° x +ch° x. 639. y —=ch (sh x). 
640. y—V ch. 641. y—ech?x, 
642. y—=th(inz). 643. y—zshz—ch zx. 
644. y= (+ th). 645. y=5 th? <th#. 
$ / {1+thz 
646. y — TE 
_1 V2, 1+V2thz 
647. y=-thz+ TETE TT : 


648. y=ch2r+Vzsh2r. 649. y — 26% cosech z. 


Dérivation logarithmique 


Dans les problèmes 650-666 dériver les fonctions données en se 
servant de la règle de dérivation logarithmique. 


650. y = zx. 651. y—r*. 
652. y=(sin x)”. 653. y — (In x). 


sy! 
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654. 
656. 


658. 


660. 


662. 
664. 
666. 


Dans les problèmes 667- 
667. 


669. 
671. 


673. 


675. 
677. 


679. 


681. 


683. 
685. 


687. 
689. 


691. 
692. 
694. 


y=(z+-1)". 
_(&w—2®Vz+1 
PT 5 
(z+13 y z—2 
Pen 
1—arcsin x 
y=V RE. 
y = xsin x. 
y—2rVx. 
V2 
G2—1ÿ 


655. 
657. 


659. 


661. 


663. 
665. 


y = xe** sin 2x. 
y—=zxmx, 
y=Vrsinr V1 — €. 
- 
y = 1° 
X 
= T+= |] . 
y=(22+1)" Los 


Fonctions diverses 


y=(1+) 2). 


y =Ig(r —cos x). 
y=5tgs+tig 
y=sin+sin 2x. 
y=yy 25—8. 

_ 4 \10 
y=(Vi+-) . 
y —=ex+s (#14) à 
y=-7sercts eV. 

FA 

y=sin +ctgs. 


y=In(r+tV a+ 7x). 


710 dériver les fonctions. 
668. 
670. 


y = arctg (17? — 3x + 2). 


672. y—3cos r—cos* x. 

674. y——————. 
V'z+Vz 

676. y —sinzx-ecsx, 


678. y—e-*“Inx. 

680. y =arctg— _ s 
CE queue 

COS £T 

Z T 

gg +ctg — 

684. y = 1 
__V4rs+2 

688. y—zrarctg V r. 


y=Zarcigr+-arcig-—; 


y = _.: (n sin x). 


y = sins Br sin‘ 3x. 


693. 


. y—=cos2rinz. 


y =arcsin V sin x. 


695. y—z—V 1—z2arcsinr. 696. y=cos ME, 
697. Vo iV ei. 698. y = arccos V 1 — 3x. 
699. y —sin* (—=) . 700. y — log; (x? —sin zx). 
_ z+V1—7 
701 y=arctg y : 702. In De 
1— ex 
703. y = x arcsin (In x). 704. y =tg Te 
705. y—cosx V 1 +sin’r. 
706. y—0,4 (cost —sin0,8z) . 
- 1 
707. y—r-10Vx. 708. y TEE 
ee — 4 _ | 
109. y — In arctg LE 710. y—In -— 
71. y=V 1trVrE3. 712. y=rViiVr 
RE Sites 
713. y = Vins 714. y = 2 arctg rs. 
75. y= Se. 746. y=arcsinr+V1—%. 
1 
arcsin 47 se 
717 Van 718. y =<e!l 
719. y=In 720. y—10"E* 
721. y—=sin?z-sinr*. 722. y— As 
V cos 2z 
1 — 1 1 
723. y=1}) Tr 724. y=+ in LE — + arctg r. 
x 
725. y—2"*. 726. y=V (a—x)(r —b)—(a— 
: 1x —X 
Tige 728. y—eV 1. 
é Sin“ TCOSZ 
729. y =V a?—z1?—a arccos =. 
730. y=V +10 (<+/1++). 
: sin° x cos? z 
131. y — T+cigz + 1Etgz 
732 y=ln(s+VR-t) 
V2 
733. y—=e*(asinr—cosr). 734. 


y = xel-cos x, 


59 


735. = rctge à 736. y =e* (sin SZ — 3 COS 3T). 
737. y—3zx8 arcsin z+(12+2) V1 — x. 
‘ 1 
738. y = —. 
Vite ve 
739. y = 2 arcsin = = L_VIr4r-n, 
2 
740. y=In(e cosx +e*sinzx). 
_{+zarctgz . 1 
741. 1 Vie 742 Jos (z—cosz) . 
743. y —e* sin x cos* x. 144. y=v 9+6ÿ 7. 
745. y=z—In(2e*+1+Ve7 +4e* +1). 
x? 
746. y = earctg Vi+n(@x+3), 747. Y= 
748. y=lntg=—ctgzxln(1+sin x) —z. 
749. y =2 1n (2r—3 Y 1 — 4x?) — 6 arcsin 2r. 
750. y — = — +lnV 1+22—+arctg x. 
751 1 D VISE R +2 0r0sin 2 73 
752 nGsns VIS). 753. y=rzV 1+zxsinr. 
z+2(3— 7x) DE Ve 
754. y= VE, 755. y=V (1+reVs}. 
{ 
| x2-arctg x+— In x+1 
7 = —— 2 ë 
56 TE 
1 +tg — 
sin z 3sinz 3 2 
757. y= Ac Paco +ÿin ue ; 
Fe __ ze arctgr (1 — 22) e3%-1 cos x 
158. y— In5 x 759. y= (arccos x)3 
760. y=zV (ta p+ SE Vrre+ nc TE). 
761. y—=zx(arcsin sien la fobne-d 
ex — ex _ a 
762. y—Incosarctg——. 763. y— ya" (e V’?). 
1 z+i 
764. É-: a —————— —— 
J 0 ETES Lé dE arctg + 7. 
765. y=inV1+r-Vi—z 1/1. 
eV = +Zarcte [/ —. 


1 


tg — 3 
766. y=(tg2x) ?. 767. y= |/ = 
: ] ETES 1 2z+1 2z—1 


769. y —arccos ee 


ELLES 
_____z 1 (1 + 2z)° V3 4z—1 
PO y= Tres toi nt es at 
771. Montrer que la fonction y—ln = vérifie la relation 


zy + 1 = er. 
772. Montrer que la fonction 


y= +++ 2Vr+i+tinVr+V +1 


satisfait à la relation 2y —zy +lny. 
773. Montrer que la fonction y = TE vérifie la relation 


V1—7? 


(A — zx) y — zy = 1. 
774*. Calculer les sommes: 
a) 1+2r + 3r + ... + nztt; 
b) 2+2-3r + 3-42 + ... +Ln(n —1) 272. 


Fonctions inverses 


775. Supposons que la règle de dérivation d’une fonction puis- 
sance ne soit établie que pour un exposant positif entier. Etablir la 
formule de dérivation pour un exposant fractionnaire en utilisant la 
règle de dérivation de la fonction inverse. 


776. x —enrcsinr : exprimer # en fonction de y, puis de zx. 
777. t—=2—3s+s*; exprimer _ en fonction de s. 

ol Hu ce : du dv 
778. u — D in ro vérifier la relation Ta =. 


779. Sachant que les fonctions arcsin V x et sin? x sont inverses 
l'une de l’autre et que (sin° x)’ — sin 2z, calculer (arcsin V/ x)’. 

780. Désignons par « (x) la fonction inverse de la fonction puis- 
sance-exponentielle y = x”, i.e. supposons que y = x” entraîne x — 
— «à (y). Trouver la formule de la dérivée de la fonction y = « (x). 

781. Les fonctions inverses des fonctions hyperboliques sont 
désignées par les symboles Arsh x, Arch z, Arth zx. Calculer les dé- 
rivées de ces fonctions. 


782. s=te t: calculer F5 : 
S 
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— ri : dr : ; 
783. = s- nr en fonction de zx, puis de y. 
y T 


Démontrer la relation PRE a 1. 


784. zx = y — 4y +1. Lie 4. 


785. 1 — arcsin 2°. des _ en fonction de s, puis de t. 


786. Démontrer que — Ps si + et y sont liés par la 
relation : 
1 y=2 +az+b;2) y = x";3) y = In (x° — 1). 


Fonctions implicites 


787. Montrer par dérivation que les dérivées des deux membres 
de l'égalité sin* x = 1 — cos® x sont identiquement égales. 
788. Montrer par dérivation que les dérivées des deux membres 
de l'égalité 
2 sin? er cos z(2sinxz<+i) 


COS z ia 1 sin z EE 


sont identiquement égales. 

ee Calculer le coefficient angulaire de la tangente à l’ellipse 
+E = { au point (1, V2). 

790. Calculer le coefficient angulaire de la tangente à l’hyper- 
bole zy = a (a 0) au point (a, 1). 

791. Calculer le coefficient angulaire de la tangente au cercle 
(x — 1) + (y + 3)* = 17 au point (2, 1). 

Calculer les dérivées des fonctions implicites y: 


ns L 1 


792. E+h 1. 793. x? +y2—a?. 

794. 13 + y° — 3axzy —0. 795. y? cos x — a? sin 3x. 

796. y° — 3y + 2ar — 0. 797. y? — 2xy + b2 —0. 

798. x* + y* — r2y2. 799. z° + ax°y + bzy? + y = 0. 
800.sin (xy)+cos(zy) =tg(x+y). 801. 2° + 2/— 2**, 

802. 2ylny= x. 803. x —y— arcsin x —arcsin y. 
804. x” — y". 805. y — cos (x + y). 

806. cos (xy) = x. 807. AENTI a. 

808. y = 1 - ze’. 809. x sin y — cos y + cos 2y —0. 
810. te += _ te +. 811. ysinxz—cos (x — y) — 
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812. y—x+arctgy. 
813. Montrer que la fonction y de l'équation xy — In! = 1 véri- 
fie également la relation 


d 
y (xy—1) 5 =0. 
Applications de la dérivée 


814. On trace une sécante par les points d’abscisse x, — 1 et 
zs = 3 de la parabole y — z°. Trouver le point de contact de la tan- 
gente à la parabole parallèle à cette sécante. 

815. Par le foyer d’une parabole on mène une corde perpendicu- 
laire à l’axe de cette parabole. Montrer que les tangentes aux points 
où cette corde coupe la parabole sont orthogonales. 

816. Ecrire l'équation de la tangente et de la normale à l’hyper- 
bole y = 1/x au point d’abscisse x — —1/2. Calculer la sous-tan- 
gente et la sous-normale. 

817. Montrer que le point de contact d’une tangente à l'hyper- 
bole y = a/x est le milieu du segment de tangente compris entre les 
axes de coordonnées. 

818. Etant donnée une hyperbole zy — a montrer que l’aire du 
triangle formé par une tangente quelconque et les axes de coordonnées 
est numériquement égale au carré du demi-axe de l’hyperbole. 

819. Un point se déplace sur une droite de telle sorte que la 
distance s qui le sépare de sa position initiale est égale à s — 


2 — 4t$ + 16£° au bout de £ secondes. 


a) À quels instants ce point occupait-il sa position de départ? 

b) À quels instants sa vitesse est-elle nulle? 

820. Un corps pesant 3 kg est animé d’un mouvement rectili- 
gene d’équation 


s=1+it+it; 


® Le Le Q e Cd Q mv® 
s est exprimé en cm, { en secondes. Calculer l'énergie cinétique (T) 


de ce corps 5 s après son départ. 

821. L’angle de rotation & d’une poulie est donné en fonction 
du temps t par l'expression &@ = {* + 31 — 5. Calculer la vitesse. 
angulaire pour { = 5 Ss. 

822. Une roue est animée d’un mouvement circulaire tel que l’an- 
gle de rotation est proportionnel au carré du temps. Sachant que le 
premier tour a été effectué en 8 s, calculer la vitesse angulaire w de 
la roue 32 s après le début du mouvement. 

823. Après { secondes une roue a tourné d’un angle 8 défini par 
0 = at? — bt + c, où a, b et c sont des constantes positives. Calcu- 
ler la vitesse angulaire w de la roue. À quel instant cette vitesse est- 
elle nulle? 
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824. La quantité de courant traversant un conducteur à partir 
de l'instant £t — 0 est donnée par la formule 


Q = 21? + 3t + 1 (en coulombs). 


Calculer l'intensité du courant à la fin de la cinquième seconde. 

825. Trouver les points où les tangentes à la courbe y — 
— 1° (x — 2)? sont parallèles à l’axe des abscisses. 

826. Montrer qu'en chacun de ses points la courbe y = x° + 
+ 5x — 12 fait un angle aigu avec l'axe Or. 

827. Trouver les points où la tangente à courbe y = 2° + 
+ x — 2 est parallèle à la droite y = 4r — 


828. Ecrire l'équation des tangentes à la .. y = Z — Zen 


ses points d’intersection avec l'axe Oz. | 
829. Ecrire l'équation de la tangente à la couche y = 2 + 37 — 
— 5 qui est perpendiculaire à la droite 2x — 6y + 1.= 0. 


Ecrire l'équation de la tangente et de la normale aux courbes 
suivantes: 


830. y = sinzxz au point M (x, ÿYo). 
831. y — In x au point M (xs, Yo). 


31 
832. y — 


. + 2° 


833. y? —— 


au point d'abscisse x = 2a. 


— (cissoïde) au point M (x, yo)- 


834. Montrer que la sous-tangente à la parabole du n-ième degré 
y = zx" est égale à la n-ième partie de l’abscisse du point de contact. 
Indiquer une méthode de construction de la tangente à la courbe 


835. Calculer les sous-tangentes et les sous-normales aux courbes 


y =; y = 2 et zy° = 1. Indiquer une méthode de construction 
des tangentes à ces courbes. 


836. Ecrire l'équation de la tangente et de la normale à la para- 
bole x? = 4ay au point (x, Yo); montrer que la tangente à la para- 


bole au point d'abscisse x, — 2 am a pour équation x = Z + am. 
0 m 


837. Etant donnée la parabole y = 1° — 2r + 5 on demande 
d'écrire l'équation de la tangente qui est parallèle à la corde passant 
par les points de la parabole d'abscisse z, = 1 et x, = 3. 


838. Ecrire l'équation de la normale à la courbe y == T 
au point d'abscisse zx = 3. 

839. Ecrire l’équation de la normale à la courbe y = —V x +2 
à son point d'intersection avec la bissectrice du premier angle de 
coordonnées. 

840. On considère la parabole y = 2° — 6x + 6. Ecrire l’équa- 
tion de la normale qui est perpendiculaire à la droite passant par 
l'origine des coordonnées et le sommet de la parabole. 


64 


841. Montrer que les normales à la courbe y — 2° — x + 1 aux 
points d’abscisses x, = 0, zx, = —1 et x; — 5/2 sont concourantes. 
842. Calculer l'aire du triangle formé par les normales et la 
corde passant par les points d’intersection de la droite x — y + 
+ 1 — 0 avec la parabole y = 2° — 4x + 5. 
# 843. Montrer que les tangentes à l'hyperbole y — — en ses 
points d’intersection avec les axes des coordonnées sont parallèles. 
844. Etant donnée l'hyperbole y — = trouver l'équation de 
la tangente qui passe par l'origine des coordonnées. 


845. Trouver le point où la tangente à la courbe y — = est 
parallèle à l'axe Oz. 
846. Trouver l’équation de la tangente à la courbe 


(x + y) = a (x — y) 


en l'origine des coordonnées. 

847. Montrer que les tangentes à la courbe y — D aux points 
d’ordonnée y — 1 se coupent à l'origine des coordonnées. 

848. Tracer la normale à la courbe y — zx In x qui est parallèle 
a la droite 2x — 2y + 3 = (. 

849. Calculer la distance de l'origine des coordonnées à la nor- 
male à la courbe y = e** + x° au point x = 0. 

850. Construire le graphe de la fonction y = sin (2x — x/3) et 
trouver le point d’intersection des tangentes à la courbe aux points 
d'abscisses x, = 0 et rx, = 5x/12. 

851. Montrer que les sous-tangentes à la courbe y — ae!* (a et b 
sont des constantes) sont constantes. 

852. Montrer que toute sous-normale à la courbe y = zx In (cx) 
(c est une constante arbitraire) est quatrième proportionnelle entre 
l’abscisse, l’ordonnée et la somune de l’abscisse et de l’ordonnée du 
point de contact. 

853. Montrer que toute tangente à la courbe 


y=+ Vr—4r 


coupe l’axe des ordonnées en un point équidistant du point de con- 
tact et de l’origine des coordonnées. 
x? 


854. Montrer que la tangente à l'ellipse — 


+= 4 au point 


M (xzo: Yo) a pour équation + = 1. 


855. Montrer que la tangente à l’hyperbole — 


2 
ee — + =1 au 


point M (xo, Yo) a pour équation + — ee = 1. 
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856. Montrer que toute normale à l’ellipse est bissectrice de 
l'angle des rayons vecteurs du point de contact (fig. 21). En déduire 
une méthode de construction de la 

e tangente et de la normale à l’ellipse. 

"| ê 857. Ecrire l'équation des tangen- 
| » ù tes à l’hyperbole — — = — 1, perpen- 
diculaires à Ja droite 2x + 4y — 


858. Par l’origine des coordonnées 
on trace une droite parallèle à la tan- 
gente en un point quelconque 7 d’une 
courbe. Trouver le lieu géométrique 
du point d'intersection 2 de cette 
droite avec la droite parallèle à l’axe 

Fig. 21 des ordonnées qui passe par; le 
point 41. 

Trouver ces lieux géométriques dans le cas: a) de la parabole 

y —2pr; b) de la courbe logarithmique y=— log,x, c) du cercle 


224 y —a?, d) de la tractrice y—=Ya2—7r—4« RE 


Calculer les angles sous lesquels se coupent les courbes: 


859. 1) y — ZE à y= RTE, 


z+2 
2) y=(z—2) et y—4x—-r2?+4, 
860. 1) x? y?—8 et y? — 2x. 
2) x°+y*—4r=1 et 2+y+2y—=9. 


dE pre La LS 
864. 22—y°—5 et + 1. 


862. 22--y? — Sax cet y°— — é 
2 4 0. 
863. r° = {ay et y — AL: 


864. y—=sinxz et y—=cosr (0Lr<LA). 
865. Former l'équation de la tangente et de la normale à la 


courbe 
Ag CNT 
( | g' ( |] nu 
au point d'’abscisse a. 
866. Montrer que la somme des segments découpés sur les axes 
1 1 1 
des coordonnées par toute tangente à la courbe z° +y* —=a* est 
égale à a. | 
867. Montrer que le segment de tangente à l’astroïde compris entre 


les axes des coordonnées possède une longueur constante a. 
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868. Montrer que le segment de tangente à la tractrice 


a— 7° ————;, 
a+) ai z Va ri, 


a—V a2— 7: ù \ 


compris entre l’axe des ordonnées et le point de contact possède une 
longueur constante. 

869. Soit un point quelconque À7 (xo, ÿo) de r hyperbole équila- 
tère  — y° = a°. Moutrer que le segment de normale d'origine M 
et d'extrémité le point d’intersection de cette normale avec l'axe 
des abscisses est égal au rayon polaire de M. 

870. Montrer que le Rene découpé sur l'axe des abscisses pan 


y=in 


la tangente à la courbe += 4 en un point quelconque est 


proportionnel au cube de l abscisse du point de contact. 


71. Montrer que l'ordonnée d’un point quelconque de la courbe 
2x°y* — 2 = c (c est une constante) est moyenne proportionnelle 
entre l’abscisse et la différence de l’abscisse et de Ia sous-normale en 
ce point. 


872. Montrer que les tangentes aux ellipses — + = — 1, dont 


l'axe 2a est commun et les axes 2b distincts (fig. 22), aux points 
d’abscisse égale se coupent en un point situé sur l'axe Ox. En dé- 
duire une méthode simple de construction de la tangente à l’ellipse. 

873. Montrer que la courbe y = e** sin mx est tangente aux 


courbes y = e**, y — —e"* en chacun de ses points communs avec 
elles. 


874. Montrer que l’on peut se servir du procédé suivant pour 
construire une tangente à la chaïînette y = a ch = : on trace un demi- 


cercle de diamètre l’ordonnée MN du point M (fig. 23), puis l’on 
porte la corde NP = a; la droite MP est la tangente cherchée. 
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Dérivation graphique 


875. Lorsque le courant traverse la bobine d’un électro-aimant 
la température varie comme l'indique le tableau ci-dessous: 


Temps { min 
Température 6 °C 


Temps t{ min 
Température 0 °C 52,5 | 54,5 | 56,5 


Exprimer la température en fonction du temps et construire son 
graphe. Effectuer une dérivation graphique et construire le graphe 
de la vitesse de variation de la température en fonction du temps. 


O 0.02 0,04 006 008 010 012 O.14s 
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876. Sur la fig. 24 est représentée la courbe décrite par la soupa- 
pe d'entrée du cylindre d’une machine à vapeur de basse pression. 
Construire la courbe de vitesse par dérivation graphique. 


S 3. Différentielle. Différentiabilité d’une fonction 


Différentielle 


877. Trouver l'accroissement de la fonction y — r° correspon- 
dant à l'accroissement Az de la variable indépendante. Calculer Ay 
pour z = 4 et Ar — 0,1; 0,01. Quelle est l'erreur (absolue et rela- 
tive) commise sur la valeur de Ay si l’on se limite au terme en Az? 

878. Calculer l'accroissement Av du volume v d'une sphère lors- 
que le rayon R = 2 varie de AR. Calculer Av pour AR = 0,5; 0,1; 
0,01. Quelle est l’erreur affectant Av si l'on se limite au terme en 
AR? 

879. Soit la fonction y — z° + 2x. Trouver l'accroissement et la 
partie principale linéaire lorsque x passe de z = 2 à x = 2,1. 
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880. Calculer l'accroissement de la fonction y — 3x° — zx lorsque 
la variable indépendante passe de x — 1 à zx = 1,02. Quelle est la 
valeur de la partie principale linéaire correspondante? Calculer le 
rapport de la deuxième grandeur à la première. 

881. Soit la fonction y = f (x). On donne un accroissement Az — 
— 0,2 à la variable en un point quelconque zx; la partie principale 
correspondante de l’accroissement de la fonction est égale à 0,8. 
Calculer la dérivée de cette fonction au point x. 

882. Soit donnée la fonction f (x) — x“. On sait que si en un 
point x on donne à la variable indépendante l'accroissement Az — 
— 0,2, la partie principale de l'accroissement de la fonction est 
df (x) — —0,8. Calculer la valeur initiale de la variable indépen- 
dante. 

883. Calculer l'accroissement et la différentielle de la fonction 
y = zx — x pour x = 10 et Ar = 0,1. Calculer les erreurs absolue et 
relative réalisées en remplaçant l'accroissement par la différentielle. 
Faire un dessin. 

884. Calculer l'accroissement et la différentielle de la fonction 


y = V zx pour x — 4 et Az — 0,41. Calculer les erreurs absolue et 
relative. Faire un dessin. 

885. y — z° — zx. Calculer Ay et dy pour x = 2 en donnant à la 
variable les accroissements Az = 14; Az — 0,1; Az = 0,01. Calcu- 
| Ay— dy | 

| Ayl 

886. On considère la fonction y = 2*. Trouver graphiquement 
(en faisant un dessin sur papier millimétré avec une grande échelle) 
l'accroissement, la différentielle et calculer les erreurs absolue et 
relative commises en remplaçant l'accroissement par la différen- 
tielle si zx — 2 et Ax = 0,4. 

887. Soit un carré de côté 8 cm. Calculer l'accroissement de son 
aire correspondant à un accroissement de ses côtés de: a) 1 cm; 
b) 0,5 cm ; c) 0,1 cm. Trouver la partie principale linéaire de l’ac- 
croissement de l'aire et évaluer la valeur relative (en pourcentage) 
lorsqu'on remplace l’accroissement par sa partie principale. 

888. L'on sait qu’en donnant un accroissement de 0,3 cm aux 
côtés d’un carré arbitraire la partie principale linéaire de l’accrois- 
sement de l’aire est égale à 2,4 cm*. Trouver la partie principale li- 
néaire de l'accroissement de l'aire correspondant à un accroisse- 
ment de chaque côté de a) 0,6 cm ; b) 0,75 cm; c) 1,2 cm. 

889. Calculer la différentielle des fonctions 


ler les valeurs correspondantes de l'erreur relative Ô — 


me V=. LL. dd: 1 1 
1) 025V 259 635 9 masi À ges 2e 0 572: 
n LE; 8) A 9) nn EL 10) PER 
9 9 —_ 3 | 
11) (22+47+1) (V2); 12) ST ; 13) —— ; 


14) (+z—2) ; 19) tg2x; 16) 5mtrx; 
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1 
17) 2°&%%; 18) Intg (52) ; 19) 


COST ., 
1— 7x2 ? 
20) V'arcsin x + (arctg x}° ; 


; 4 
21) 3 arcsinx—4 arctg x -- — arccosz + arct£g x; 


1 
22) 3 1324 Vr. 


890. Calculer la différentielle des fonctions: 1) : 


= Gr 


lorsque x varie de = à re : 2) y =cos" p lorsque q varie 
de 60° à 60°30’ ; 3) y —sin 2p lorsque œ@ varie de _. à Fe: 4) 
sr : ar . 617 - . 6 : 
y = sin 3® lorsque œ varie de nur) VS lorsque 0 varie 
da 
6 360 * 


891. Trouver une valeur approchée de l'accroissement de la 
fonction y = sin x lorsque x varie de 30° à 30° 1’. Calculer sin 30° 1’. 

892. Calculer une valeur approchée de l’accroissement de la 
fonction y — tg x lorsque x varie de 45° à 45° 10”. 

893. Calculer une valeur approchée de l'accroissement de la 


à ’ + 1 
fonction y= eZ lorsque x varie de + à + +2 


894. pn=k7y cos2p; calculer dp. 


1 1 
895. y— 3x +22%x+6Vx. Calculer dy pour rx—1 et dr —0,2. 
896. Calculer approximativement sin 60°3', sin 60°18". Comparer 
avec les données tabulaires. 
897. Montrer que la fonction y — sn 
z—zinz 


2x? dy = (x2y° + 1) dx. 


vérifie la relation 


898. Montrer que la fonction y définie par l'équation arctg + — 


= ]n Vr2-+y satisfait l'expression zx (dy — dx) = y (dy + dx). 
899. f (x) — e°,1* 1-%, Déterminer approximativement f (1,05). 
900. Calculer arctg 1,02; arctg N,97. 
(2.037) — 3 
(2,037)2+ 5° 
902. Calculer approximativement arcsin 0,4983. 
903. Si la longueur d'un fil pesant (un câble, une chaîne) (fig. 25) 
est 2s, la demi-baie L et la flèche f, l’on a l'égalité approchée 


901. Calculer approximativement 


s=l (115È) ; 
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a) Calculer l’accroissement de la longueur du fil si la fleche / 
subit un accroissement df. 

b) Etudier l'accroissement de la flèche correspondant à un accrois- 
sement ds de la longueur du fil (sous l'influence de la température 
ou d’une surcharge par exemple). 

904. Comparer les erreurs commises en calculant un angle d’après 
sa tangente et son sinus à l’aide des tables de logarithmes, i.e. com- 
parer la précision des calculs de 
l'angle x effectués avec les formules 
lg sin z = y et Îg tg x — z en sup- 
posant que y et = sont affectés À B 
d'une même erreur. 

905. Dans les calculs on sim- 2S 
plifie souvent par x et Vg (g étant 
l'accélération de la force de pesan- FAR 
teur) lorsque l’un de ces deux ter- 
mes se trouve au numérateur et l’autre au dénominateur. On 
demande d'évaluer l’erreur relative qui est alors commise. 

906. Exprimer la différentielle d’une fonction de fonction par 
l'intermédiaire de la variable indépendante et de sa différentielle : 


1) y=ÿ + 5x; z—=15+2t+1; 


1, 


1 
gs 


3) := arctg v, v — 


’ 
l 


*, æ=ilntgs; 


c& 
Ï 
co 


) 
D) S—e*, 5=-Int, t—2u?—3u+1; 


Dérivabilité d’une fonction 


907. La fonction y — | z | est continue quel que soit x. S’assurer 
qu’elle n’est pas dérivable pour x = 0. 

908. Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction y — 
= [2x | pour x = (0. 

909. La fonction / (x) est définie comme suit: f(x) — 1 +7z 
pour zx 0; f(x) = x pour 0Lz<1; f(x) =2 — x pour 1 L 
Zz<2et f(x) = 3x — rx° pour rx > 2. Etudier sa continuité et 
prouver l'existence et la continuité de f’ (x). 

910. La fonction y = sin x est continue quel que soit x. Montrer 
qu'elle n’est pas dérivable pour z = 0. Existe-t-il d’autres valeurs 
de la variable indépendante pour lesquelles cette fonction n’est pas 
dérivable? 


911. Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction y — 
= el"*l pour z = 0. 

912. f(x) = z° sin + pour zx 3 O, f (0) = 0. Etudier la dériva- 
bilité de la fonction f (x) pour x = 0. 

913. f (x) — V:H1—1 pour z # Ô, f (0) = 0. Etudier la con- 

T 
tinuité et la dérivabilité de f (x) pour x = 0. 

914. On considère la fonction f (x) = 1 + ÿ/ (x — 1)°. Montrer 
que pour x — 1 on ne peut mettre en évidence la partie principale 
linéaire de l’accroissement et donc que f (x) n’admet pas de dérivée 
pour zx = 1. Interpréter ce résultat géométriquement. 

915. f (x) = zx arctg L pour zx # 0, f (0) = 0. Etudier la conti- 


nuité, puis la dérivabilité de f (x) pour x = 0. Interpréter ce résul- 
tat géométriquement. 


916. f(x) = —* : pour x 0 et j (0) — 0. Etudier la conti- 


e* 


nuité, puis la dérivabilité de f (x) pour x = 0. 


$S 4. La dérivée comme vitesse de variation (suite) 
Vitesse relative 


917. Un point se déplace sur la spirale d’'Archimède p = a. 
Trouver la vitesse de variation du rayon polaire p en fonction de 
l'angle polaire . 

918. Un point se déplace sur la spirale logarithmique p = et. 
Trouver la vitesse de variation du rayon polaire sachant que sa vi- 
tesse angulaire est égale à «. 

919. Un point se déplace sur le cercle p = 2r cos ®. Trouver la 
vitesse de variation de l’abscisse et de l’ordonnée de ce point sachant 
que la vitesse angulaire du rayon polaire est égale à w. L’axe polaire 
est confondu avec l’axe des abscisses, le pôle avec l'origine des coor- 
données cartésiennes. 

920. Un cerceau de rayon À roule sans glisser sur une droite. 
Son centre se déplace à une vitesse constante v. Trouver la vitesse 
de variation de l’abscisse x et de l’ordonnée y d’un point de ce cer- 
ceau. 

921. La pression barométrique p varie en fonction de la hauteur 


h en vertu de la loiln À = ch, où p, désigne la pression normale et c 


une constante. A 5540 m d'altitude la pression est égale à la moitié 
de la normale ; exprimer la vitesse de variation de la pression baro- 
métrique en fonction de l'altitude. 

922. Entre y et x l’on a la relation y* = 12 x. L’argument x 
croît uniformément à raison de 2 unités par seconde. Quelle est la 
vitesse d’accroissement de y pour zx = 3? 
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923. L’ordonnée d’un point décrivant le cercle x? + y° — 25 
décroît à la vitesse de 1,5 cm/s. Trouver la vitesse de variation de 
l’abscisse de ce point lorsque l’ordonnée est égale à 4 cm. 

924. Déterminer les points de l’ellipse 16x° + 9y° — 400 
dont la vitesse de décroissance de l’ordonnée est égale à la vitesse de 
croissance de l’abscisse. 

925. Le côté d'un carré croît à une vitesse v. Trouver la vitesse 
de variation du périmètre et de l'aire de ce carré lorsque son côté 
est égal à a. 

926. Soit v la vitesse de variation du rayon d’un cercle. Trouver 
la vitesse de variation de la circonférence et de l'aire de ce cercle 
lorsque son rayon est égal à r. 

927. Soit v la vitesse de variation du rayon d’une sphère. Trouver 
la vitesse de variation du volume et de la surface de cette sphère. 

928. Trouver un angle tel que la vitesse de variation de son sinus 
soit égale à la moitié de celle de l'argument. 

929. Trouver un angle tel que les vitesses de variation du sinus 
et de la tangente soient égales. 

930. Trouver la vitesse de variation de la tangente d’un angle 
sachant que celle du sinus a augmenté de » fois. 

931. Sachant que le volume du tronc d’un arbre est proportionnel 
au cube de son diamètre et que cet arbre pousse uniformément, mon- 
trer que la vitesse de croissance du volume est 25 fois supérieure 
pour un diamètre de 90 cm que pour un diamètre de 18 cm. 


Fonctions définies paramétriquement 


932. Vérifier si les points de coordonnées cartésiennes (5, 1) et 


(2, V3) sont situés respectivement sur les cercles d’équation para- 
métrique: a) x=2<+5cost, y = —3 +os5sint, b) z =2cost, 
y = 2siné. 

933. Construire les graphes des fonctions données sous la forme 
paramétrique : 

a) x = 3 cost, y = 4sint; b) x = & — 2t, y = ® + 21; 

c) z= cost, y=t+2sint; d)x = 2!t-1, y= + (+ 1). 

934. Eliminer le paramètre entre les équations donnant paramétri- 
quement les fonctions: 

1) z = 3t, y = 6t — ft; 2) x = cost, y = sin 2f; 

3) z=8+1i,y—=t; 4) z = @ — sin p, y = À — cos y; 

5) zx =tgt, y = sin 2t + 2 cos 21. 


935. Trouver la valeur du paramètre correspondant à un point 
donné sur les courbes d'équations paramétriques suivantes: 


4) x = 3 (2 cos t — cos 21), y = 3 (2 sin t — sin 2t) ; (—9, 0); 
2)z=û+2, y=û+t; (3,2); 


3) z = 2tgt, y = 2 sin? { + sin 21; (2,2); 


4) z=t—1,;y—=#—1:; (0, 0). 


Calculer les dérivées de y par rapport'à x. 


936. x —a cosy, y —b sin ®. 
937. z— a cos$ p, y =bsin* +. 
938. r—a(p—sinp), y—a(l—cosm). 
939. x — 1 —72, y=t—t. 
940. rite, y= 
941. z=In(1 +6), y=t—arctgt. 
942. z—p(i—sinp), y—pcosr. 
__1+48 __ À 

943. TS : Ve ET; : 
944. x =etsint, y =e* cost. 

= 3at 3at° 
945. x — 158 ? = Es 


Calculer le coefficient angulaire des tangentes aux courbes sui- 
vantes. 


946. 


z = 3 cost, y — 4sint au point (3V 2/2, 2V 2). 
947. z=t— it, y = 1° — 1 au point (0, 0). 

948. z= +1, y = +i+1 au point (1,1). 
949. x = 2 cost, y = sin { au point (1, —V 3/2). 


950. Etant données les courbes définies paramétriquement, 
Ætablir une relation entre le paramètre t et la pente & d’une tangente: 


x = cos t+tsin {— + cost, 
1) . 


. 2 . 
y =sinié—{cosi—--sint; 
2) zx—acost, y—asint; 


3) xz=acostY2cos2t, y —asint V 2 cos 24. 
951. Montrer que la fonction donnée sous la forme paramétrique 
z—=2+ 3, y — & + 28 vérifie la relation y = y’? + 2y'*, où 


y = — 


dr e 
952. Montrer que la fonction donnée sous la forme paramétrique 
+: 3 2 ? pe . 13 nl r dy 
Te Yes + vérifie la relation xy"° = 1 +7y (y —= =) : 


953. Montrer que la fonction définie par les équations para- 
métriques z—ch2t, y—sh2f vérifie la relation yy'—zx—0 


Chair) 
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954. Montrer que la fonction d'équation paramétrique 


T — 1 SH EVARE = É ’ 
Vi+e l Vi+e 


vérifie la relation yV1-+-y?=y" (y'= +) : 


955. Montrer que la fonction d'équation paramétrique z— 


) 
= ne y = St vérifie la relation yy' —2xy" +1 (y =) : 
956. Calculer l'angle sous lequel se coupent les courbes: 
— À cost  — 
: Me 9 , ZI = COS P, SIT TEE 
1) y—=z et 5 ; et V3 
. s = a 
y=+sint; Vas y= 


957. Montrer que quelle que soit la position du cercle générateur 
de la cycloïde, la tangente et la normale en l’un quelconque de ses 
points passent par ses sommets. 

958. Calculer la longueur de la tangente, la normale, la sous- 
tangente et la sous-normale à la cardioïde 


x — a (2 cost — cos 2t), y = a (2 sin { — sin 24) 
en un point quelconque. 


959. Calculer la longueur de la tangente, la normale, la sous- 
tangente et la sous-normale à l’astroïde 


zx =asint{, y—acos t 


en un point quelconque. 
960. Montrer que toute tangente au cercle z° + y° = a° est nor- 
male à la développante du cercle 


x = a (cost +tsint), y = a (sin { — t cos t). 


961. Calculer la longueur de la tangente, la normale, la sous- 
tangente et la sous-normale à la développante du cercle de l'exercice 
précédent. 


962. Montrer que le segment de normale à la courbe 
z — 2asint +asint cos {, y — —a cos“ t, 


compris entre les axes des coordonnées est égal à 2a. 

Ecrire l'équation de la tangente et de la normale aux courbes aux 
points indiqués. 

963. x — 2e’ ; y =e"t pour {—0. 

964%. z=:sint, y = cos 21 pour { — 1/6. 

965. z—21Inctgt+1, y—tgt+ctgt pour {— 1/4. 


3at 3at° - 


{ z=t(tcost—2sint), 
2) 


y =t(tsiné+2 cost), 
t 


TT 
pour {= +7; 


3) z=sint, y—a pour t—0. 
967. Montrer qu’en deux points de la cardioïde (voir exercice 958) 
correspondant à des valeurs du paramètre { présentant une diffé- 


9 
rence de EL les tangentes sont parallèles. 


968. Montrer que si OT et ON sont les perpendiculaires abaissées 
de l’origine des coordonnées sur la tangente et la normale à l’astroïde 
(voir exercice 959) en l’un quelconque de ses points on a la relation 


4 -OT* + ON = à*. 


969. Calculer la longueur de la perpendiculaire abaïissée de l’ori- 
gine des coordonnées sur une tangente à la courbe 


2z = a (3 cos t + cos 3t), 2y = a (3 sin t + sin 3t). 


Montrer que 4p° = 3p° + 4a*, où p est le rayon polaire du point 
donné et p la longueur de la perpendiculaire considérée. 


Vitesse de variation du rayon polaire 


970. On donne un cercle p = 2r sin œ. Calculer l’angle 8 du rayon 
polaire et d’une tangente et l’angle & de l’axe polaire et d’une tan- 
gente. 

œp 


971. Etant donnée la parabole p — a sec —, montrer que la 


somme des angles formés par une tangente avec le rayon polaire et 
l’axe polaire est égale à 2x. En déduire une méthode de construction 
de la tangente à la parabole. 


972. On considère la courbe p = zx sin* + (conchoïde) ; montrer 
que « = 48 (les notations sont celles de l'exercice 970). 
973. Montrer que les paraboles p = a sec* 2 et p = b cosec* + se 


coupent sous un angle droit. 

974. Calculer la tangente de l’angle formé par l’axe polaire avec 
la tangente à la courbe p — a sec° @ aux points p — 2a. 

975. Calculer la tangente de l’angle formé par l’axe polaire et la 
tangente en l’origine des coordonnées aux courbes: 1) p = sin“ , 
2) p = sin 3%. 

976. Montrer que les cardioïdes p — a (4 + cos æ) et p — 
— a (1 — cos p) se coupent sous un angle droit. 

977. Une courbe est donnée en coordonnées polaires par son 
équation paramétrique: p = f, (t), q = f. (t). Exprimer en fonc- 
tion de t£ la tangente de l'angle 0 formé par une tangente et le rayon 
polaire. 
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978. Soit une courbe d'équations p = at°, @ — bt*. Calculer l’an- 
ele formé par le rayon polaire et une tangente. 

979. On considère l’ellipse x = a cost, y = bsint. Exprimer 
le rayon polaire © et l’angle polaire œ en fonction du paramètre #. 
Appliquer la formule obtenue au calcul de l'angle formé par une 
tangente et le rayon polaire. 

On appelle sous-tangente polaire la projection du segment de 
tangente compris entre le point de contact et le point d'intersection 
de cette tangente avec la perpendiculaire au rayon polaire à l’ori- 
gine sur cette perpendiculaire. On définit d’une façon analogue la 
sous-normale polaire. On se servira de ces définitions dans les exer- 
cices ci-après. 

980. Etablir la formule de la sous-tangente polaire et de la sous- 
normale polaire à la courbe p = f (). 

981. Montrer que la longueur de la sous-tangente polaire à la 


spirale hyperbolique p = 5 est constante. 


982. Montrer que la longueur de la sous-normale polaire à la 
spirale d’Archimède p = a est constante. 

983. Calculer la longueur de la sous-tangente polaire à la spirale 
logarithmique p = af. 

984. Calculer la longueur de la sous-normale polaire à la spirale 
logarithmique p = af. 


Vitesse de variation de la longueur 


Dans les exercices 985-999 par s on désigne la longueur d'arc de 
la courbe considérée. 


985. La droite y—ar+b; À =? 

986. Le cercle x +y?=—r?; =? 
Fe 2 2 ds 

987. L'’ellipse tte? 


988. La parabole y?— 2pr; ds —? 
989. La parabole semi-cubique y? —azx* ; =? 
990. La sinusoïde y —sinzx; ds — ? 


991. La chaînette y (y=chz) ; À =? 


, d 
992. Le cercle x —rcost, y —rsint; + =? 


993. La cycloïde x =a(t— sin), y = a (1 — cost); = ? 


994. L’astroïde zx — a cos t, y — a sin; ds — ? 
995. La spirale d’'Archimède x = at sint, y = atcost; ds =? 


- z = a (2 cos t — cos 2t), — 
996. La cardioide { y = a (2 sin £ — sin 2): ds =? 
997. La tractrice 


T=a (cos 4 + Intg+), y = asint{; ds =? 
998. Le développement du cercle 
?s 


z = a(cost +itsint), y = a (sin t — {cos t): TH =? 


999. L’hyperbole x — acht, y—asht; ds —? 


Vitesse d'un mouvement 


1000. Une échelle de 10 m de long s'éloigne à une vitesse de 
2 m/mn du mur contre lequel elle repose. À quelle vitesse s’abaisse 


l'ig. 26 


son sommet lorsque son pied se trouve à 6 m du mur? Comment est 
dirigé le vecteur vitesse? 

1001. Un train et un ballon sphérique prennent le départ simul- 
tanément d’un même point. Le train est animé d'un mouvement uni- 


Fig. 27 


forme de vitesse 50 km/h, le ballon d'une ascension (également uni- 
forme) de 10 km/h. A quelle vitesse s’éloignent-ils l’un de l’autre? 
Comment est dirigé le vecteur vitesse? 

1002. Un homme de 1,70 m de taille s'éloigne à la vitesse de 
6,34 km/h d’une source lumineuse située à une hauteur de 3 m. À 
quelle vitesse se déplace l’ombre de sa tête? 


1003. Un cercle au centre duquel est placée une lampe est par- 
couru par un cheval à la vitesse de 20 km/h. Une haie est disposée ie- 
long de la tangente à ce cercle au‘point de départ. A quelle vitesse se- 
déplace l’ombre du cheval le long de la haie au moment où il a par- 
couru le 1/8 de la circonférence? 

1004. La fig. 26 représente le schéma de la manivelle d’une 
machine à vapeur: À est la crosse, BB” les guides, AP la bielle. ? 
le doigt de la manivelle et Q le volant. Le volant est animé d’un 
mouvement uniforme de vitesse angulaire w. Son rayon est /? et la 
longueur de la bielle Z. Trouver la vitesse de la crosse sachant que 
le volant a tourné d'un angle «. 

1005. Un volant de manivelle de 0,9 m de rayon et dont le cen- 
tre se trouve à À m du sol se brise au moment où il fait 80 tours à la 
minute. 

A quelle vitesse l’éclat désigné sur la fig. 27 par la lettre À attein- 
dra-t-il le sol? 


$ 5. Dérivation successive 


Fonctions explicites 
1006. y—1—3r+2; y"—=? 
1007. y—1—2"— 2; y" =? 


1008. f (r)= (x + 10)$; f" (2) =? 
1009. f(x) —2—42%+4; fIV (1) —? 


1010. y—(x?+1) ; y”—? 1011. y—cos x; y” —? 
1012. f(x)=e"1; f"(0)—? 1013. f(x) —arctg x ; (1) = > 
1. ee 
1014. f()=——; f (x) =? 
1015. y—2Inzx; ylV—9 1016. f()=+: y'(x) =? 
di j= : 
1017. o=asin 2; =? 1018. Y=T y = ? 


Trouver les dérivées secondes des fonctions : 
[Â 


1019. y = rex. 1020. y — Ts: 
1021. y—(1+ x?) arctg x. 1022. y=V a2— x?. 
1023. y—In(r+VT+z). 1024. = Ts 
1025. y—eVx. 1026. y = V1 — x? arcsin x. 
1027. y= arcsin (asin x). 1028. y= 1". 

Trouver l'expression générale des dérivées d'ordre x des fonctions : 
1029. y = e**. 1030. y = e*. 
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1031. y = sin ar + cos bz. 1032. y =sin? zx. 
1033. y = re". 1034. y—zinz. 


1035. = 1036. y — 1n (ar +b). 
1037. y— log, x. 1038. y——"—. 
1039. = 1040. y —sint x + cos x. 


1041. Montrer que la fonction y = (2° — 1)" vérifie la relation 
(22 — 1) y Larry 0 on (n +1) y —0. 


1042. Montrer que la fonction y = e* sin x vérifie la relation 
y" — 2y" + 2y = 0, et la fonction y = e-* sin x la relation y” + 
+ 2y + 2y = 0. 
1043. Montrer que la fonction y=— vérifie la relation 2y'?= 
= (y —1) y". 
1044. Montrer que la fonction y—V2r—72? vérifie la relation 
y” + 1 =0. 
1045. Montrer que la fonction y —e*+ 2e * vérifie la relation 
y” —13y" —12y = 0. 
1046. Montrer que la fonction y—eV*+e-V* vérifie la rela- 


3 


tion a ++ y —2y —=(. 

1047. Montrer que la fonction y—= cose* +-sine* vérifie la rela- 
tion y”—y" + ye®* —0. 

1048. Montrer que la fonction 


y = À sin (ot + &,) + B cos (ot + «) 


(4, B, w, &, sont constantes) vérifie la relation 


dy D — 
ne + w°y = 0. 


1049. Montrer que la fonction 


ae" + ae" + a, cos nz +4, sin nt 
4 

(Gi. As. Q3, 44, n sont constantes) vérifie la relation + = ny. 

1050. Montrer que la fonction y—sin(rarcsinzx) vérifie la 
relation (1— 1?)y”"— xy" + n?y = 0. 

1051. Montrer que la fonction etartsinx vérifie la relation 
(1— 2°) y" — xy — ay =0. 

1052. Montrer que la fonction y=(r+Vz°+1)" vérifie la 
relation (1 + 2?) y” + xy" — k2y — 0. 
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" \2 
1053. Montrer que l’expression S= + . ne varie pas 
4 . es | ÿr 
si l’on remplace y par 7 ie-si l’on pose Ds phare 
Hs 
Ps dz d y 
. De . . y 
1054. Soit y— f(x). Exprimer ae °n fonction de a © ee 
S 
9 cJ (1+ y"2) 2 À La 
Montrer que l'expression R SRE peut être ramenée à la forme 
2 
— 4 1 
ae 
3 3 


d? dx 
ee) (& 
(a) (Ge) 
1055. Soit F(r)=f(x)-p(x). Sachant que f’(r)q'(r)=C mon- 
trer que 


RE A g e PE EE 
LU lie EL e 


Fonctions implicites 


1056. br2+ a°y? = ab? ; =? 
1057. s2+yr; PU D 1058. y=tg(r+u) ; 4 — 
1059. s —1+te:: = 9 1060. y°+rz$— 3azy =0; y”—=? 


1061. y—sin(z+y); y =? 1062. e**Y —zxy; y" —? 

1063. Ecrire l'expression de la dérivée seconde de l’inverse de 
la fonction y =f (zx). 

1064. e’+ry —e; calculer y”(x) pour z=0. 

x : y" 

1065. y? = 2pz; trouver l'expression de k= 75 | 

1066. Montrer que y? + r2= R? entraîne k—1/R, où ee : 

1067. Montrer que si 


az? + 2bzy + cy? + 2gr +2fy+h=0, 


alors 
dy ____ az+by-+g Py _ A 
dz br +cy+f dz2 © (bz+cy+f)3 ? 


où À est une constante qui ne dépend pas de zx et y. 
1068. Montrer que si (abz)e* =x, alors 


LI —— — (z LUE }- 
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Fonctions définies paramétriquement 


1069. z= al?, y = bt* ; _ = 
1070. z—acost, y=asint; =? 
1071.  xz—=acost, y =bsint; Tu = ? 
1072. z=a(p—sing), y=a(di—cosq); 2? 
1073. 1) x—acostt, y=asintf; =? 
2) x=acos?t, y=asint; ou = ? 
1074. 1) = Int, y=t—1; =? 
2) z=—arcsint, y=iln(1—#); — 
1075. z—atcost, y =atsint; el =? 


1076. Montrer que la fonction y = f (x) définie paramétrique- 
ment par les équations y = e* cost, x = e* sin t vérifie la relation 
y" (x + y} = 2 (xy — y). 

1077. Montrer que la fonction y = f(x) définie paramétrique- 
ment par les équations y = 3t — &, x — 31° vérifie la relation 


367" (y—V 3z) =z+3. 
1078. Montrer que la fonction définie paramétriquement par les 
équations, 
x = sin é, y = sin Àt, 
vérifie la relation 
d? d 
(1 — 2°) TH —E 2 + y = 0. 


1079. Montrer que si 
z = f(t) cost — f (t) sint, y = f(t) sin t + f’ (ë) cost, 
alors 
ds? = di° + dy? = [f (+) + f° (1) P dé. 


Accélération d'un mouvement 


1080. Un point est animé d’un mouvement rectiligne d’équa- 
tion s =75t — t + 5. Calculer l'accélération a à la fin de la deuxiè- 


me seconde (s est exprimé en mètres, { en secondes). , 
1081. On considère un mouvement rectiligne d’équation s — 
= {7 — 4t +1. 
Calculer la vitesse et l'accélération. 
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1082. Soit un mouvement d'équations = £ sin St + 5. Calcu- 


ler l'accélération à la fin de la première seconde (s est exprimé en 
cm, { en secondes). 


1083. On donne le mouvement d’équation s = V4. Montrer que 
c'est un mouvement retardé et que son accé- 
lération a est proportionnelle au cube de la 
vitesse v. 

1084. Pour descendre à terre une poutre 
lourde de 13 m de long on fait reposer sa base 
sur un wWagonnet (fig. 28) et on la retient à son 
sommet par une corde enroulée autour d’un 
treuil. La corde s'enroule à une vitesse de 
2 m/mn. Calculer l’accélération du wagonnet 
au moment où il se trouve à 5 m du point 0. 

1085. Une péniche dont le pont est situé 
à 4 m au-dessous du niveau du quai est halée 
à l’aide d’une corde qui s’enroule autour 
d'un treuil à la vitesse de 2 m/s. Calculer 
l'accélération de la péniche au moment où 
elle se trouve à 8 m du quai (suivant l’hori- 
zontale). 

1086. Un point est animé d’un mouvement 
rectiligne tel que sa vitesse est proportion- 
nelle à la racine carrée du chemin parcouru. 
Montrer que ce mouvement est provoqué par l’action d’une force 
constante. 

1087. Sachant que la force agissant sur un point matériel est 
inversement proportionnelle à sa vitesse, montrer que son énergie 
cinétique est une fonction linéaire du temps. 


Fig. 28 


Formule de Leibniz 


1088. Appliquer la formule de Leibniz au calcul des dérivées 
4) (x? + 1) sin z/J® ; 2) (e*° sin x)”; 

3) (x° sin ax)”. 

1089. Montrer que si y—(1—zx) “ex alors 


d 
(1— zx) _ = AXy. 
Utiliser la formule de Leibniz pour prouver que 


(zx) y9 —(n + ax) y — ray = 0. 


1090. La fonction y=etartsinx satisfait la relation (1—22) y” — 
—zy —&y—0 (cf. exercice 1051). En appliquant la formule de 
Leibniz et en dérivant n fois montrer que 


(Li 2°) y9 — (2n +1) 2y 9 — (n2 + à?) y = 0. 
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1091. Montrer que 
(e%* cos br) = r'e% cos (bz + np), où r=Va+t, te p =? ; 


Appliquer la formule de Leibniz pour établir les relations sui- 
vantes!: 
r'cosnp=a"—Cia"2b2+ Cars — . …., 
r'sinnp=Cia"1b— Cia sb3+ Cia sbs — ... 
1 


1092. Montrer que PPS =(— 1)" — ie 


1093. Montrer que la fonction y = arcsin x vérifie la relation 
(14 — 2°) y” = xzy’. Calculer y” (0) (7 > 2) en appliquant la for- 
mule de Leibniz aux deux membres de cette équation. 

1094. Appliquer x fois la formule de Leibniz pour montrer que 
la fonction y = cos (m arcsin x) vérifie la relation 


(1 — 2°) y — (An + 1) zy + (m2 — nr?) y = 0. 
1095. Si y =(arcsin r}?, on a 
(1 — 22) y — (2n — 1) 2y9 — (n — 1)2y 0 = 0, 
Calculer y” (0), y” (0), . .., y (0). 


Différentielles d'ordre supérieur 
1096. y—) 12; d?y—? 1097. y—=zx"; dy=? 
1098. y—(z+1)(z—1)?; d'y=? 1099. y—4-"#; dy =? 


1100. y=aretg (+t8 x) ; dy=? 1101. y—=VY In?r—4; d’y=? 
1102. Ar El 1103. p2cos$ —a2 sin p—0; d'p —? 


2 
1104. 5 +u? ef : s dy=? 
1105. y= ins: z—=tgt; exprimer d?y en fonction: 1) de x 


et dx, 2) de t et dt. 
1106. y—sinz; z—a*; x—t*; exprimer d2y en fonction de 
1) zet dz;, 2) z et dr; 3)tet di. 


CHAPITRE IV 


LES FONCTIONS ET LEURS GRAPHES 


$ 1. Comportement des fonctions 


1107. Montrer que la fonction 
y = 3at — Ar + 1225 +1 

passe par un minimum au point æ = (0. | 

1108. Se servir directement de la définition d’une fonction crois- 
sante et décroissante et d’un point de maximum et de minimum pour 
montrer que la fonction y = 2° — 3x + 2 est croissante au point 
z = 2, décroissante au point ze — 0, atteint son maximum au 
point zs — —1 et son minimum au point x, = 1. 

1109. Comme dans l'exercice 1108 montrer que la fonction y = 


: 37 Pas EL é 
= cos 2x est croissanteen z, — Z' décroissante en ze = TG atteint 


= I 
son maximum en z; — 0 et son minimum en z4 = +. 


1110. Sans recourir à la notion de dérivée étudier le comporte- 
ment des fonctions suivantes au point x = 0: 


1) y=1—x; 2) y=25— 2 ; 3) y=Y/z:4 y=ÿ À. 
5) y=i—y 2; 6) y=ltez|; 7) y=|in(z+1)|; 

8) y=e-l*l; 9) y=Vr+ar. 

1111. Montrer que la fonction y = In (2° + 2x — 3) est crois- 


sante en z, — 2, décroissante en z, = —4 et ne possède pas de points 
stationnaires. 

1112. Etudier le comportement de la fonction y = sin x 
+ cos zen x, = 0, x = À, z3 = — + et Ta = à. 


1113. Etudier le comportement de la fonction y =r—lnzen 
A = 1/2, x = 2,zx; = e et x, = 1 et montrer que si elle est crois- 
sante en zx — a >> 0, elle est décroissante en x — 1/a. 

1114. Etudier le comportement de la fonction 


y = xarcitg x 
en 2 = À, ze = —1 et zx; = 0. 
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1115. Etudier le comportement de la fonction 


sin z 
= —— pour zÆ0, 
4 pour zx=—0 
en x = 1/2, x, — —1/2 et xs = (. 


$ 2. Applications de la dérivée première 
Théorèmes de Rolle et de Lagrange 


1116. Montrer que la fonction y = x° + 4x° — 7x — 10 satisfait 
aux conditions du théorème de Rolle dans l'intervalle [—1, 2]. 

1117. Montrer que la fonction y = In sin x satisfait les condi- 
1H 57 
6°’ 6j’ 

1118. Montrer que la fonction y = 4 “x réalise les conditions du 
théorème de Rolle dans l'intervalle [0, x]. 


1119. Montrer que la fonction y — VÆ= — 3x + 2 remplit les 
conditions du théorème de Rolle dans l'intervalle [1, 2]. 


1120. La fonction y = —E 


mités de l'intervalle [—1, 1]. Vérifier que la dérivée de cette fonc- 
tion ne s’annule en aucun point de l'intervalle [—1, 1]. Expliquer 
cette contradiction avec le théorème de Rolle. 

1121. La fonction y = | x | prend des valeurs égales aux extré- 
mités de l’intervalle [—a, a]. Vérifier que la dérivée de cette fonc- 
tion ne s’annule en aucun point de l'intervalle. Expliquer cette 
contradiction avec le théorème de Rolle. 

1122. Montrer le théorème: si l'équation 


GT" + mr +... +annurz=0 
possède une racine positive z = x, alors l'équation 
nat +(n—1)ars +... La = 
possède également une racine positive qui est inférieure à æ. 
1123. On considère la fonction f (x) = À + x" (z — 1)", où m 
et x sont des entiers positifs. Sans calculer la dérivée montrer que 
l'équation f’ (x) = 0 possède au moins une racine dans l'intervalle 
cr 
1124. Montrer que l’équation 2° — 3x + c = 0 ne peut posséder 
deux racines distinctes dans l'intervalle ]0, 1f. 
1125. Sans calculer la dérivée de la fonction 
f(x) = (c—1)(x— 2) (x — 3) (x — 4), 
établir combien de racines réelles possède l’équation f’ (x) = 0 et 
indiquer les intervalles qui les contiennent. 
1126. Montrer que la fonction f (x) = x" + pr + q ne peut 


posséder plus de deux racines réelles pour #7 pair et plus de trois 
pour 7 impair. 
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tions du théorème de Rolle dans l’intervalle [ 


prend des valeurs égales aux extré- 


1127. Ecrire la formule de Lagrange pour la fonction y = sin 3x 
dans l'intervalle [x,, xl). 

1128. Ecrire la formule de Lagrange pour la fonction y — 
= z({—Inzx) dans l'intervalle [a, b 

1129. Ecrire la formule de Lagrange pour la fonction y = 
= arcsin 2x dans l'intervalle [x,, xzo + Arxl. 

1130. Montrer que le théorème de Lagrange s'applique à la fonce 
tion y — x" dans l'intervalle [0, a]; r>0, a> 0. 

1131. Montrer que le théorème de Lagrange s'applique à la fonc- 
tion y — In x dans l'intervalle {1, e). 

1132. Se servir de la formule de Lagrange pour démontrer l’iné- 
galité 
a—b 

b ? 


sous réserve que 0<b< a. 
1133. Utiliser la formule de Lagrange pour démontrer l'inégalité 


_a—b 


cos? B = 


——<tg a—tgp< TE ‘ 


cos? œ 
sous réserve que D <LB< « < _ 
1134. Appliquer la formule de Lagrange pour prouver, a > b, que 
nb" 1 (a—b) << a" —b" << na 1(a—b), 
si r > 1 et l'inégalité de sens inverse si nr << 1. 
1135. On considère la fonction 
CE | 
sin — pour zæ0, 
f (2) -{ ie 
O0 pour z=—0, 


dérivable quel que soit x. Appliquons-lui la formule de Lagrange 
dans l'intervalle [0, x]: 


f (x) — f (0) = zf° (E) OC <E< 2). 


On aura: 


. A : ci | 
z°sin—=7x (28 sin —cos—) : 


d’où cos+= 2Esin+—zsin Z. En faisant tendre x vers 0, E 
tendra vers Ô et l’on obtient: lim cos T0. 
E0 
Expliquer ce paradoxe. 
1136. On donne la fonction f (x) = arctg x sur l'intervalle [1 : 


1,1]. Appliquer la formule 
f(x0+ Az) & f (20) + f (r0+ €) Az, 
au calcul approché de arctg 1,1. 
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Appliquer la formule 
f (co + Az) & f (ro) + f (rot) Az 


au calcul approché des expressions données dans les exercices 
4137-1141. 

1137. arcsin 0,54. 

1138. 1g 11. Comparer avec la valeur tabulaire. 

1139. In (z + V1 + 2°) pour z = 0,2. 

1140. I1g 7, sachant que Ig 2 — 0,3010 et 1g 3 = 0,4771. Compa- 
rer avec les données tabulaires. 

1141. 1g 61. Comparer avec la valeur tabulaire. 

1142. Vérifier qu'en appliquant la formule 


f) =:f (a)+(b—a)f (+2) 


au calcul du logarithme de N “+ 0,01 NW, i.e. en admettant que 


Ig(N+OON)=Ig N + DONNE 0 5 ? 
+= N 
2 


on commet une erreur inférieure à 0,00001, ï.e. le résultat est vrai à 
la cinquième décimale si seulement I1g NV l'est. 


Comportement des fonctions dans un 
intervalle 


1143. Montrer que la fonction y = 2x° + 3x% — 12x + 1 est 
décroissante dans l’intervalle ]—2, 1. 

1144. Montrer que la fonction y — V 2r — x? est croissante 
dans l'intervalle JO, 1[ et décroissante dans J1, 2[. Construire son 
graphe. 

1145. Montrer que la fonction y = z*° + zx est partout croissante. 

1146. Montrer que la fonction y = arcitg x — x est partout dé- 
croissante. 

1147. Montrer que la fonction y — — est croissante dans tout 
intervalle ne contenant pas le point x —0(. 

° __ Sin(z+a) 

1148. Montrer que la fonction EN 
tout intervalle ne contenant pas de points de discontinuité de 
cette fonction. 


1149*. Montrer l'inégalité 


x 


est monotone dans 


tg zo To ° 
— = sous réserve qu 
FR > . erve que 


0<Lr, < T2 <+. 
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1150. Trouver les intervalles de monotonie de la fonction y = 
= À — 31° — 9x + 14 et construire son graphe point par point dans 


l'intervalle ]—2, 41. 
1151. Trouver les intervalles de monotonie de la fonction y — 


= À — 228 — 5. 
Trouver les intervalles de monotonie des fonctions: 
1152. y= (x — 2)5 (2x +1). 
1153. y—ÿ/(2r—a)(a—:1}? (a>0). 


_1—-:+2 _ 40 
1154. CE rep 1155. V5 V2 +67 « 
1156. y—r—e". 1197. y = 12e”. 
1158. y= 1159. y—212—Inr. 


1160. y—r—2sinr (0£<r<2n). 

1161. y—2sinxz+codr (0£Lz1z<2x). 

1162. y—xr+cosr. 1163. y—In (z+V 117). 
1164. y=zVar—z (a>0). 

Trouver les extrémums des fonctions: 


1165. y = 27 — 3x2. 1166. y—21—6172—187+7. 
1167. y =. 1168. y=/ 23x87, 
s À me 
1169. 9 In (284 478 30)” 1170. y— — x? V 12+ 2. 
1171. ya 67. 1172. = — 
TZ —Z? 
1+ 3x 
1173. y = ——. 174. y—=,7 (x? — a?}?. 
3. y Ve 1174. y (x? — a 
1175. y—z—In({+x). 1176. y—x— In (4 + x°). 


1177. y—=(r—5) (x +1. 
1178. y—(r?—2zx)ln z—+ 1x? 4x. 


1179. = 5 (a+1)arctgr Ra. 
1180. y=+ (2-5) arcsin z++z Via. 


—_ C1 


1181. y=zsinz+cosz—? 1? —+<i<+) ; 


1182. y — (5-7) cos x + sin zx — = (0g<r<+) À 
£, sinn(r+3) (0<zr<s4). 


2— 7 


1183. y — —— cos 1 (x + 3) + 
1184. y — aeP* + be”P*. 
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Trouver les extrémums des fonctions dans les 


indiqués : 
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1185. y—x—222+5; [—2, 2]. 
1186. y—r+2Vz; [0, 4]. 

1187. y—zxi—5ri+ 5x +14; [—14, 2]. 
1188. y—z—312+6x—2; [—1, 1]. 
1189. y—V 100 — 1? (—6Sr<8). 


1190. = O<r<1). 


1191. y= OSr<A4). 


a? b? 
1192. = de (0<zr<1) (a>0, b> 0). 


1—7 


1193. y =sin 27 —x (—5 <<) : 


1194. y—2ter—te2r (0ogz<+). 

1195. y— x” (0,4 x < oo). 

1196. y— (x2—2r)7 (0Lx<3). 
1—z , 

1197. y=antgr (O0<r<1). 


Inégalités 
Montrer les inégalités suivantes: 


1198. 2Vz>3—2+ (:>1). 
1199. >1+z (x 0). 
1200. > Iin—+z) (z2>0). 
2(z—1) 
1201. Inr > (1 > 1). 
1202. 2x arctg x > In (1 + x°). 
1203. 1+zin(z+Vi+rx)>V1+2. 


arctg x 
1204. In(+z)> qe (x >> 0). 


1205. sinz <z— + (r>0). 


1206. sinr+tgr> 2x (0o<:<5). 
1207. chr>1+ (150). 


intervalles 


Minimumset maximums d'une fonction 


1208. Décomposer le nombre 8 en deux nombres tels que la somme 
de leurs cubes soit minimale. 

1209. Quel est le nombre positif qui ajouté à son inverse donne 
la plus petite somme? 

1210. Décomposer le nombre 36 en deux facteurs tels que la 
somme de leurs carrés soit minimale. 

1211. On demande de construire une caisse avec couvercle telle 
que son volume soit de 72 cm et le rapport des dimensions de la 
base soit égal à 1/2. Trouver les dimensions qui rendent minimale 
la surface totale de Ia caisse. 

1212. Avec une feuille de carton carrée de dimensions 18 X 18 cm? 
on veut construire une boîte de plus grand volume en découpant des 
carrés égaux aux coins et en pliant ensuite la 
feuille suivant les pointillés (fig. 29). Quelle 
doit être la longueur du côté des carrés enlevés? 

1213. Même problème pour une feuille 
rectangulaire de 8 X 5 cm°. 

1214. Le volume d’un prisme triangulaire 
régulier est égal à v. Trouver le côté de la base 
qui rend minimale la surface totale. 

1215. Une cuve sans couvercle a la forme Fig. 29 
d’un cylindre. Le volume v étant donné, trouver 
le rayon de base et la hauteur qui rendent minimale sa surface. 

1216. Etablir entre le rayon de base R et la hauteur 77 d’un cy- 
lindre une relation telle que la surface totale soit minimale, le vo- 
lume étant donné. 

1217. On demande de fabriquer un entonnoir conique de géné- 
ratrice 20 cm. Trouver la hauteur de l’entonnoir qui rend maximum 
le volume. 

1218. On découpe un secteur d’angle au centre & dans un cercle 
que l’on enroule en cône. Trouver l’angle & qui rend maximum le 
volume du cône obtenu. 

1219. Le périmètre d’un triangle isocèle est égal à 2p. Trouver 
les côtés qui rendent maximum le volume du corps obtenu en faisant 
tourner ce triangle autour de sa base. 

1220. Le périmètre d’un triangle isocèle est égal à 2p. Trouver 
les côtés qui rendent maximum le volume du cône obtenu en faisant 
tourner ce triangle autour de la hauteur abaissée sur sa base. 

1221. Trouver la hauteur du cylindre de volume maximal inscrip- 
tible dans une sphère de rayon À. 

1222. Trouver la hauteur du cône de volume maximal inscriptible 
dans une sphère de rayon À. 

1223. Une goutte de pluie de masse initiale m, tombe sous l’ac- 
tion de la force de pesanteur, en s'évaporant uniformément de telle 
sorte que la perte de masse soit proportionnelle au temps (le coeffi- 
cient de proportionnalité est égal à À). Au bout de combien de secon- 
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des après le début de la chute son énergie cinétique est-elle maximale? 
Calculer cette énergie. (On négligera la résistance de l'air). 

1224. Un levier de deuxième espèce est appuyé en À ; au point B 
(AB = a) est suspendu une charge P. Le poids d’une unité de 
longueur de levier est égal à 4. Quelle doit être la longueur du levier 
pour que la charge P soit équilibrée par une force F minimale? (Le 
moment de la force F doit être égal à la somme des moments de la 
charge P et du levier). 

1225. Un paquebot consomme une quantité de carburant propor- 
tionnelle au cube de sa vitesse. On sait qu’à 10 km/h les dépenses de 
carburant s'élèvent à 30 roubles et les autres (qui sont indépendan- 
tes de la vitesse) à 480 roubles à l’heure. Trouver la vitesse qui rend 
minimum les dépenses générales faites sur 1 km de route. Evaluer 
ces dépenses. 

1226. Trois localités À, B et C sont situées de manière que l’an- 
gle ABC = 60°. Une automobile et un train partent simultané- 
ment, la première de À en direction de B à la vitesse de 80 km/h, 
le second de B en direction de C à la vitesse de 50 km/h. A quel ins- 
tant (apres le départ) la distance entre le train et l’automobile est- 
elle minimale sachant que AB = 200 km’? 

1227. Soit un point À sur un cercle. Tracer une corde BC parallèle 
à la tangente en À telle que l’aire du triangle ABC soit maximale. 

1228. Trouver les côtés du rectangle de plus grand périmètre que 
l’on peut inscrire dans un demi-cercle de rayon À. 

1229. Inscrire un rectangle d’aire maximale dans un segment de 
cercle donné. 

1230. Inscrire un cylindre donné dans un cône de volume mini- 
mal (les bases du cylindre et du volume sont confondues). 

1231. Trouver la hauteur du cône droit de plus petit volume que 
l'on peut exinscrire à une sphère de rayon À. 

1232. Trouver l’angle au sommet de la section axiale du cône 
de plus petite surface latérale exinscrit à une sphère de rayon À. 

1233. Trouver l'angle au sommet d'un triangle isocèle de surfa- 
ce donnée tel que le rayon du cercle inscrit soit maximal. 

1234. Trouver la hauteur du cône de volume maximal exinscrit 
à une demi-sphère de rayon À (le centre de la base du cône est con- 
fondu avec celui de la sphère). 

1235. Trouver la hauteur d'un cône inscrit dans une sphère de 
rayon À tel que sa surface latérale soit maximale. 

1236. Montrer qu'une tente conique d'une capacité donnée né- 
cessite le moins de tissu lorsque sa hauteur est V2 fois plus grande 
que son rayon de base. 

1237. Mener par le point P (1, 4) une droite telle que la somme 
des segments positifs qu’elle découpe sur les axes de coordonnées 
soit minimale. 

1238. Trouver les côtés du rectangle de plus grande aire que l’on 

z° 
1 


peut inscrire dans l’ellipse 2 + 2 = 
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1239. Trouver l'ellipse d'aire minimale exinscrite à un 
rectangle donné (l'aire de l’ellipse de demi-axes a et b est égale 


» 


à nab). . 
1240. On considère l’ellipse + + Ÿ — 1. Tracer une tangente 


telle que l’aire du triangle qu’elle forme avec les axes de coordonnées 
soit minimale. 

1241. Soient les points À (1, 4) et B (3, 0) de l’ellipse 22° + y? — 
— 18. Trouver sur cette ellipse un point C tel que l’aire du triangle 
ABC soit maximale. 

1242. Soit un point situé sur l’axe de la parabole y* — 2pzx à 
une distance a du sommet. Trouver l’abscisse x du point de la courbe 
qui soit le plus proche de À. 

1243. Un ruban de fer de largeur a doit être enroulé sous forme 
d'une rainure cylindrique ouverte (la section de la rainure se pré- 
sente sous la forme d’un arc de segment de cercle). Trouver l’angle au 
centre, s'appuyant sur cet arc, tel que la capacité de la rainure soit 
maximale. 

1244. Un fût de 20 m a la forme d'un cône tronqué dont les dia- 
mètres de bases sont respectivement égaux à 2 et 1 m. On veut y 
tailler une poutre de section transversale carrée dont l'axe coïncide 
avec celui du fût et dont le volume soit maximal. Quelles doivent 
être les dimensions de cette poutre? 

1245. Une série d'expériences ont donné nr valeurs distinctes 
Lis Los + + + Tn de la grandeur À. Pour valeur À on prend souvent 
la valeur de x qui rend minimale la somme des carrés des différences 
de z et de chaque z;. Trouver x réalisant cette condition. 

1246. Un torpilleur mouille à 9 km du point À le plus proche du 
rivage. Un courrier doit se rendre dans un camp situé sur le rivage 
à 15 km du point À. Si ce courrier fait 5 km/h à pied et rame à 
4 km/h, en quel point du rivage doit-il accoster pour atteindre le 
camp en un temps minimum? 

1247. On veut suspendre une lampe à la verticale du centre d’une 
place circulaire de rayon À. A quelle hauteur faut-il placer la lampe 
de manière à obtenir le meilleur éclairage pour le chemin ceinturant 
la place? (L'éclairage d’une surface est directement proportionnel au 
cosinus de l’angle d'incidence des rayons et inversement proportion- 
nel au carré de la distance à la source lumineuse). 

1248. Trouver le point le moins éclairé d’un segment de lon- 
gueur / reliant deux sources lumineuses d'intensité Z, et Z.. 

1249. Un tableau de 1,4 m de hauteur est suspendu à un mur de 
telle sorte que son bord inférieur se trouve à 1,8 m au-dessus des 
yeux d'un observateur. À quelle distance du mur doit se tenir l’ob- 
servateur pour jouir des meilleures conditions de vision (i.e. pour que 
l'angle de vue soit maximal)? 

1250. On se propose de déplacer une charge de poids P située sur 
un plan horizontal en lui appliquant une force F. La force de frotte- 
ment est proportionnelle à la force qui plaque le corps contre la sur- 
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face et est dirigée contre la force F. Le coefficient de proportionnali- 
té (ou coefficient de frottement) est égal à k. Sous quel angle à 
l'horizontale doit-on appliquer la force F pour que celle-ci soit mi- 
nimale? Calculer cette valeur. 

1251. La vitesse d'écoulement de l’eau dans une conduite 
circulaire est directement proportionnelle au rayon hydraulique 


défini par la formule R = _ où S est l'aire de la section de l’eau 


dans la conduite, p le périmètre (immergé) mouillé de la section de 
la conduite. Le remplissage de la conduite est caractérisé par l'angle 
au centre qui s'appuie sur le plan horizontal de l’eau courante. Sous 
quel remplissage la vitesse d'écoulement de l’eau sera-t-elle maxi- 
male? (On cherchera graphiquement les racines de l’équation trans- 
cendante obtenue). 

1252. Un texte doit occuper $ cm° sur la page d’un livre. Les 
marges inférieures et supérieures doivent être de a cm, celles de 
gauche et de droite de b cm. Quelles sont les dimensions de la page 
qui permettent la plus grande économie de papier? 

1253*. Un entonnoir conique de rayon de base R et de hauteur H 
est rempli d'eau. On y plonge une sphère pesante. Quel doit être 
le rayon de la sphère pour que le volume d’eau déplacé par la partie 
immergée soit maximal? 

1254. Le sommet d'une parabole est situé sur un cercle de rayon 
R et son axe est orienté diamétralement. Trouver le paramètre de la 
parabole tel que l'aire du segment limité par la parabole et la corde 
commune avec le cercle soit maximale. [L’aire d’un segment para- 
bolique symétrique est égale au 2/3 du produit de sa base par la 
« flèche » (hauteur)l]. 

1255. On considère uà cône de rayon de base R et de hauteur }. 
Un plan parallèle à la génératrice coupe la base suivant une droite. 
Trouver la distance de cette droite au centre de la base qui rend ma- 
ximale l’aire de section. (Voir exercice précédent). 

1256. Trouver le point P de la parabole y* = 2pzx tel que le 
segment de normale en P contenu à l’intérieur de la courbe soit mi- 
nimal. 

1257. Montrer que la tangente à l’ellipse dont le segment compris 
entre les axes de coordonnées est minimal est divisée au point de 
contact en deux parties de longueurs respectivement égales aux demi- 
axes de l’ellipse. 

1258. Montrer que dans l’ellipse la distance du centre à une nor- 
male quelconque n'est pas supérieure à la différence des demi-axes. 
(On se servira de l'écriture paramétrique). 

1259. Dans un système zOy de coordonnées rectangulaires on 
considère une courbe y = f (x) et un point (a, b). Montrer que la 
distance du point fixe (a, b) à un point variable (x, f (x)) peut attein- 
dre un extrémum seulement dans la direction d’une normale à la 
courbe y = f (x). 
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Une primitive d’une fonction f (x) est par définition une fonc- 
tion F (x) dont la dérivée est égale à f (x), i.e. F” (x) = f (x). 

Montrer (en dérivant et sans dériver) que les fonctions données 
sont les primitives d'une même fonction. 

1260. y = In az et y = in x. 

1261. y = 2 sin° z et y —= —cos 2x. 

1262. y = (e° + e-*}° et y = (e° — e*)°?. 

1263*. Montrer que la fonction 


y = cos? x + cos? (++ z) — COS Z COS (+ 2) 


est constante (i.e. ne dépend pas de zx). Calculer cette constante. 
1264. Montrer que la fonction y = 2 arctg x + arcsin 


constante pour x > 1. Calculer cette constante. 
1265. Montrer que la fonction 


” acosz+b a—b, zx 
y = arccOS 2 arctg (J/ 556 8 D ] ; 


où 0<b< a, est une constante pour z >0. Calculer cette cons- 
tante. 


est 


2x 
1+2° 


1266. Vérifier que les fonctions Le, e* sh et e* ch zx diffèrent 


l'une de l’autre d'une constante. Montrer que chacune de ces fonc- 
tions est une primitive de la fonction e*. 


$ 3. Application de la dérivée seconde 


Extrémums 


Trouver les extrémums des fonctions données en’calculant leurs 
dérivées secondes. 


1267. y—1—2arz?+a2r (a 0). 


1268. y = 2°? (a—x)?, 1269. y=z+ (a>0). 
1270. y=r+Yy 1— 7x. 1271. y—=zV 2— 72. 
1272. y—= char. 1273. y — rer. 
1 
4274. y=——. 1275. y=r. 


1276. Pour quelle valeur de a la fonction 


f(x)=asin z++ Sin 37 


Lé Lé I # e 
présente-t-elle un extrémum lorsque z — EL Déterminer la nature 
de cet extrémum. 
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1277. Trouver les valeurs de x et b pour lesquelles la fonction 
y=alnz+bi+z 


admet un extrémum aux points z, = 1 et x, — 2. Montrer que pour 
ces valeurs la fonction donnée présente un minimum en z, et un ma- 
XIMUM EN Ze. 


Convexité, concavité, points d'inflexion 


1278. Etudier la concavité de la courbe y = z° — 52% — 1522 + 
+ 30 au voisinage des points (1, 11) et (3, 3). 

1279. Etudier la concavité de la courbe y = arctg x au voisinage 
des points (1, x/4) et (—1, —:x/4). 

1280. Etudier la concavité de la courbe y = x° 1n x au voisinage 
des points (1, O) et (1/e%, —2/ef). 

1281. Montrer que la courbe y = x arctg x est partout concave. 

1282. Montrer que la courbe y = In (r° — 1) est partout convexe. 

1283. Montrer que si la courbe représentative d'une fonction est 
partout concave ou partout convexe, alors cette fonction ne peut 
posséder plus d’un extrémum. 

1284. On donne un polynôme P (x) à coefficients positifs et 
d'exposants pairs. Montrer que la courbe représentative de la fonc- 
tion y = P (x) + ax + b est partout concave. 

1285. Les courbes y = œ (x) et y = 7 (x) sont concaves sur l’in- 
tervalle Ja, b[. Montrer que sur cet intervalle: a) la courbe y — 
= (x) + ÿ (x) est concave; b) si @ (x) et Ÿ (x) sont positives et 
possèdent un point de minimum commun, alors la courbe y = 
= ® (x) (x) est concave. 

1286. Etudier la concavité des fonctions sachant que dans l’in- 
tervalle Ja, b{: 


1) y>0, y >0, y" <0; 2) y>0, y <0, y" >0; 

3) y<0, y >0, y'>0; 4) y>0, y <O0, y <0. 

Trouver les points d’inflexion et les intervalles de concavité des 
graphes des fonctions données: 

1287. y—x—5x2 + 3x —5. 1288. y— (zx +1) +e*. 

1289. y — xt — 127 + 4872 — 50. 

1290. y—z+36172—2r8— rt. 1291. y — 3x5 — 5rt + 3x —2. 


1292. y—=(rH2) +272. 1293. = (@=>0). 


1294. y—a— r—b. 1295. y=ems (crc). 
1296. y—In(1+x°). 1297. y=<in+ (a>0). 
1298. y—a—}/ (x —b}. 1299. y—enrctex, 


1300. y— zx" (121nxz—7). 
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1301. Montrer que la courbe y= ir T possède trois points 
d'inflexion alignés. 

1302. Montrer que les points d’inflexion de la courbe y — 
= x sin x sont situés sur la courbe d’équation y° (4 + x?) — 4xi. 

1303. Montrer que les points d'’inflexion de la courbe y — ue 
sont situés sur la courbe y? (4 + z4) = 4. 

1304. Vérifier que les graphes des fonctions y = —+e* et y — 


= e"* sin x (courbe d'oscillations amorties) possèdent des tangentes 
communes aux points d’inflexion de la courbe y = e* sin x. 


Ù 
L. 
I 
Ù 
Ù 
Ù 
Ù 
b- 


Fig. 30 Fig. 31 


1305. Pour quelles valeurs de a et b le point (1, 3) est-il point 
d’inflexion de la courbe y = ax° + bz°? 

1306. Choisir & et B tels que la courbe 2°y + ax + fPy = 0 ad- 
mette le point À (2; 2,5) pour point d'’inflexion. Déterminer les 
autres points d’inflexion. 

1307. Pour quelles valeurs de a la fonction y = e* be ax possè- 
de-t-elle des points d'inflexion? Ce 

1308. Montrer que l’abscisse d’un point d’ inflexion d'une fonc- 
tion ne peut coïincider avec un point d’extrémum de cette fonction. 

1309. Montrer que l'intervalle des abscisses de deux points d’ex- 
trémums de toute fonction deux fois dérivable renferme au moins 
une abscisse d’un point d'inflexion. 

1310. Sur l'exemple de la fonction y = 2% + 8x° + 181? + 8 
montrer que l'intervalle des abscisses des points d’inflexion de cette 
fonction peut ne pas contenir de point d’extrémum (voir exercice 
précédent). 

1311. Du graphe de la fonction f (x) (fig. 30) déduire les graphes 
de ses dérivées première et seconde. 

1312. Idem pour la fonction de la fig. 31. 

1313. Construire le graphe d’une fonction sachant celui de sa 
dérivée (fig. 32). 

1314. Déduire le graphe d’une fonction de celui de sa dérivée 
(fig. 33). 
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1315. Une courbe est définie par les équations paramétriques 
z = y (t) et y = Ÿ (4). Vérifier que les valeurs de t telles que l’ex- 


pression QU RS. change de signe (le signe ” signifie que la déri- 


vation s'effectue par rapport à t) et q’ (t) — O0 correspondent aux 
points d'’inflexion de cette courbe. 


Fig. 32 Fig. 33 


1316. Trouver les points d'inflexion de la courbe x = f*, y — 
= 3 +8. 

1317. Trouver les points d'’inflexion de la courbe x = e', y — 
= sin £. 


$ 4. Problèmes subsidiaires. Résolution d'équations 
Formule de Cauchy et règle de l'Hôpital 


1318. Ecrire la formule de Cauchy pour les fonctions f (x) = 
— sin z et o (x) — In x dans l'intervalle [a, b], 0 <a < b. 

1319. Ecrire la formule de Cauchy pour les fonctions f (x) = e* 
et (x) — 1 + e* dans l'intervalle [a, b]. 

1320. Vérifier que la formule de Cauchy s'applique aux fonctions 
f(z) =æ et p(x) — r° + 1 dans l'intervalle [1, 2]. 

1321. Vérifier que la formule de Cauchy s'applique aux fonctions 
f(x) = sinzet q (x) = x + cos x dans l'intervalle [0, x/2]. 

1322. Montrer que si dans l'intervalle [a, b] l’on a la relation 
|f @1Z> Il" (x) let p’ (x) ne s’annule en aucun point, alors est 
également vraie la relation |Af(x) > | Af(zx) |, où Af (x) = 
= f(x + Ar) — f(x), Ap (x) = p (x + Az) — p (x), x et x + Az 
étant des points arbitraires de l'intervalle [a, b]. 

1323. Montrer que dans l'intervalle [x, 1/2] (x > 0) l’accroisse- 
ment de la fonction y — 1n (1 + r°) est inférieur à celui de la fonc- 
tion y — arctgz et inversement dans l'intervalle (1/2, xl], i.e. 
À arctg x À In (14 + z?). En déduire que dans l’intervalle (1/2, 1] 


arctg z—In (1 + 2°) >+—In2. 
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Trouver les limites. 


3 3 
1324. lim-V==Ve 1325. lim 2% 
x-a Vz-Va x—0 - 
1326. lim ==! 1327. lim << 
x—0 sin z x—0 lt —_ cos Bz 
aVx 
28. ] ma e ] ee 
À . z$ 1e V'sin bz 
1330. lim === 1331. lim—’22rt8z 
x-0 T—t8z ne 11° 
#®n(1+2) 
..  Em— am .. aï*—bx 
1332. lim Zn an 1333. in 
: -x 
1334. lim —==1 1335. lim-2="—.. 
x-0 COSz—1 x+0 SINZCOSZ 
; ax — bx . _ ‘"coszin(rz—a) 
1336. PPT VE por 1337. SRE er DE 
X — px — gx _,x 
1338. lim ==" —?À* 1339. lim -——-—* 
x—0 ZT —Sinz x0 tgz—z 
RE 
1340. lim —$ 2? 
x 0 cos z++——1 
.. CC —1— 2 
1341. lim = 60. 
In (44 2)— de + 222 — À 254 24 
nn Gsmz—br+e 
1343. li ETES 1344. lim-P=_. 
æ<—0 D Sin Z x…0 In sin z 
In (1—2)+t8 
1345. lim— À? , 41346. lim (2"e*). 
X— 1 ue X— +00 
1347. lim [(x —2 arctg x) In x]. 
x —00 
. .. a : z 1 
1348. Jim | zsin +]. 4349. lim es rl 
; ; | z 
1350. lim [ (a2— ç9 ee]. 1351. lim (nn) - 
1352. lim (ctgz—+). 1353. lim 1 
LE x=1 cos 2 ]n (Â—2) 


1354. 


2 


lim (ÿ/(a+2) 6+z)(c+Fz)—7r]. 


1355. bin [+ (& _a)] 1356. lim Le | 


æ<—+00 x—0 
1357. lim (tgr) "7". 1358. limzsinx. 
x—0 
+? 9 
nn — 
1359. lim rin (7-1). 1360. lim (L)**. 
x—0 x—0 z 
1 te 
1361. lim (2° + 2)5. 1362. lim (2 —<) 
x—+0 x—a 
u 4 \x È In ({+z)i** 1 
1365. Montrer qu'existe lim - TE mais qu'elle ne peut 


être calculée avec la règle de l' Hôpital. 

1366. Comparer les fonctions a*r° et x” (lorsque zx est suffisam- 
ment grand). 

1367. Comparer les fonctions f (x) et In f (x) pour de grandes 
valeurs de zx sous réserve que 
f (x) — oo lorsque z —- co. 

1368. Soit z—>0. Montrer que 


1 
— (4 +2) est un infiniment petit 
de premier ordre par rapport à x. 
1369. Soit z—>0. Montrer que 
In (4 + x) —e In (e + x) est un infini- 
ment petit de deuxième ordre par 
rapport à x. 
1370. Sur la tangente au point À 
d'un cercle de rayon r (fig. 34) on 
Fig. 34 porte un segment AN égal à la lon- 
gueur de l'arc AM. La droite MN 
coupe le prolongement du diamètre AO au point B. Démontrer que 


r (æ cos a —sin 
sina—a 


? 


où « est la mesure en radians de l’angle au centre interceptant l'arc 
AM, et que lim OB = ?r. 


a—0 
Variation asymptotique des fonctions 
et asymptotes 
1371. Déduire de la définition de |” A que la droite y = 
— 2x + 1 l’est pour la courbe y — LE 


1372. Déduire de la définition de l’asymptote que la droite 
z+y=0 l'est pour la courbe z°y + zy? = 1. 
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2 
1373. Montrer que les courbes y=y x + 3x2 et y=—— sæ 


rapprochent asymptotiquement l’une de l’autre lorsque z — + co. 
1374. Montrer que les fonctions 


f(z)= Va +22 +722 +1 et p(r)=2+z 
sont asymptotiquement égales lorsque z — ©. Appliquer ce résulta 
au calcul approché de f (115) et f (120). Calculer l'erreur commise en 
posant f (100) = æ (100). 
Trouver, les asymptotes des courbes données. 


T° y” _, en … 
1375. Go pa 1. 1376. Ty = a. 
ue. 1 
1377. JE ETES : 1378. Y=C+——— = TL 
1379. 2y (r + 1)2= x$. 1380. y° — a — r$. 
1381. y°— Gr? + x. 1382. y? (2x2 + 1) — 2? (x2— 1). 


19383. zy? + r2y = af. 

1384. y (x? — 3bzx + 2?) — r° — 3ax? + a$. 
1385. (y+r+ 1) =22+ 1. 

1386. y=zin(e+<). 1387. y—xe*. 


1388. y= ze +1. 1389. y = x arcsec tx. 


1390. y = 2x +arctg+ | 


1391. SRE, où f(x) est un polynôme (a=£ 0). 


1392. Une courbe est définie par les équations paramétriques 
z = G (t), y = v (t). Montrer que les asymptotes non parallèles aux 
axes de coordonnées ne peuvent exister que pour les valeurs de t — 
= , telles que l’on ait simultanément 


limœp(t)—=o et nn Pal — 00. 


t—to 


Ceci étant, si l'équation de a. est y — ax + b, alors 


a= lim ?# b= lim [ (+) — ag (1. 


t-to P p (4) ji 
Trouver les asymptotes farallèles aux axes de coordonnées. 
1393. Trouver les asymptotes de la courbe: z=+, y= —— 


t+1° 
1394. Trouver les asymptotes de la courbe r=-2., y= 
1395. Trouver les asymptotes de la courbe x — ——— + ,Y= =. 


1396. Trouver les asymptotes du folium de Descartes: z — 
3at° 


1e: 9 353s: 
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1397. Trouver les sympioles de la courbe: z=-— 
; 
— 24) | Re 


Etude générale des fonctionset des 
courbes 


Procéder à une étude complète des fonctions données et construire 
leurs graphes. 


T 
1398. Y— 3x 1399. =: 
1400. y=—"—. 1401. y—(r—1)(z2—2)(r—3)=1. 
1402. y=—"—. 1403. y=(x— 1}. 
1404. y—3272(22—1). 1405. y =? +472. 
| 2z— 1 
1406. y=r +. 1407. 1 1% 
z 13 
1410. y(z—1) =". 1411. y(z—1)= rt. 
__(z—1)}? __ + 2r2+7z—3 
1412. —G+1ÿ: 1413. = —_— 55% —: 
4414. zy—(z2—1)(z—2). 1415. (y—r)r +8—=0. 
1416. y=—. 1417. y— ze *. 
1418. y——. 1419. y—z—In(r+1). 
1420. y= In (2 +1). 1421. y— 2e **. 
x? 
1422. y=xe. 1423. y—re ?. 
1 In z 
1424. y—= = 1425. y=r+——. 
1426. y — (1 +2)". 1427. y—=z+sinz. 
1428. y =zxsinzx. 1429. y — In cos x. 


4430. y = cos x — In cos x. 1431. y—r—2arctgz. 
1 
1432. y—e**-#x+3 (sans chercher les points d'inflexion). 


1433. y—esinx sinzx (sans chercher les points d’inflexion). 
1434. y=Y/ 2x. 1435. y°— 12 (x2— 4). 
1436. (3y + r)° —27r. 1437. y—ÿ/(z+1}—Y/ m1. 
2 
1438. y—(r—1)(x+1). 1439. y — 672 — x°. 
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1440. (y— x)? = xs. 1441. (y— 12)? = 2°. 


1442. y2— 15 +1. 1443. y2—2— 7. 

1444. y x (x — AY. 1445. y2— 22 (r—1). 
1446. =. 1447. 22y+ ry = 2. 
1448. y? — re (strophoïde) (a >> 0). 

1449. Op? = 4r$ — xt. 1450. 25y? = x? (4 — r2)$. 
1451. y2= 22— ri. 1452. r°y2—4(r—1). 


1453. y2(2a— r)— zx (cissoïde) (a >> 0). 

1454. 2?y2= (x —1)(r—2). 

1455. z2y2— (a+ x) (a—zx) (conchoïde) (a > 0). 
1456. 16y2— (12 — 4)? (1 — r?). 


1457. y2— (1 — 72}. 1458. y2ré— (12— 1}. 
1 
1459. y? = 2ere*. 1460. y— e*—r. 
1461. y= ete x. 1462. f(x) — =, f(0) —1. 


z 
1 1 


1463. r—1—7re 1x1 x pour xr0, y—1 pour r—0. 

1464. y—2?—4]x7|+3. 

Etudier les fonctions définies paramétriquement et construire 
leurs graphes. 


1465. x—1+3t+1, y—=t5—3t+1. 

1466. x —1t5— 3x, y—=t —6arctgt. 
3t 32 

1467. x — 1-8 ? y — 158 

1468. z—te!, y=te"t. 


1469. x = 2a cos t — a cos 2t, y —2asint—asin2t (cardioïde). 

Etudier les courbes définies en coordonnées polaires (voir note 
de la page 31). 

1470. p=asin 3 (rose à trois branches). 

1471. p—atgo. 1472. p=a(1 + tg y). 

1473. p—a(1—+cosœ) (cardioïde). 

1474. p—a(i+bcosæ) (a>0, b>1). 


1475. p=J/ + (sceptre). 1476. p= < arctg +. 


1477. p=Vi —t?, p=arcsint+Y1—E2. 

Etudier et construire les graphes des fonctions suivantes en les 
ramenant préalablement à un système de coordonnées polaires. 

1478. (x2 + y?) — 4a?r2y?. 1479. (r2+ y?) x = ay. 

1480. xt + y — a? (12 + y?). 1481. (22 + y?) (x? — y2)? = 4r2y2. 


103 


Résolution d'équations 


1482. Montrer que l'équation 2° — xz° — 8x + 12 — O possède 


une racine simple z, — —3 et une racine double x, — 2. 
1483. Montrer que l'équation zt + 21° — 32 — hr +4 — = 0 
possède deux racines doubles x, = 4 et x, — —2. 


1484. Montrer que l'équation x arcsin z — Ô possède une seule 
racine réelle x — O0 qui de plus est double. 

1485. Montrer que les racines de l'équation x sin z = 0 sont de 
la forme y — ken (k — 0, +1, +2,» .) et que k — 0 correspond à 
une racine double. Trouver la multiplicité des autres racines. 

1486. Montrer que l'équation 2° — 32° + 6x — 1 — 0 possède 
une racine réelle simple unique contenue dans l'intervalle JO, 1[ et 
calculer cette racine à une précision de 0,1 par tâtonnements. 

1487. Montrer que l'équation z° + 31° — x — 2—0 possède 
deux (et seulement deux) racines réelles simples comprises respective- 
ment dans les intervalles ]—1, Of et JO, 1[. Calculer ces racines avec 
une précision de 0,1 par la méthode des essais. 

1488. Montrer que l'équation f(x) a 0, où f(x) est un 
polynôme à coefficients positifs et de puissances impaires, possède 
une racine réelle et une seule (qui peut être multiple). Etudier le 
cas où a = 0. Calculer à 0,01 près la racimede l'équation z° + 3x — 
— 1 = 0 en combinant la méthode des essais et la méthode par parties 
proportionnelles. 

1489. Démontrer le théorème suivant : une condition nécessaire 
et suffisante pour que l'équation 2° + px + q = Ô possède trois 
racines réelles simples est que les coefficients p et q satisfassent 
à l'inégalité 4p° + 27q° << 0. Trouver à 0,01 près toutes les racines 
de l’équation x° — 9x + 2 — 0 en combinant la méthode des essais 
et la méthode par parties proportionnelles. 

1490. Montrer que l'équation zx + 2x? — 6x + 2 — O0 possède 
deux (et seulement deux) racines réelles simples contenues respecti- 
vement dans les intervalles J0, 1[ et 1, 2{. Trouver ces racines à 0,01 
près en combinant la méthode des cordes et la méthode de la tan- 
gente. 

1491. Montrer que l'équation zx° + 5x + 1 = 0 possède une 
seule racine simple contenue dans l’intervalle ]—1, 0[. Trouver 
cette racine à 0,01 près en combinant la méthode des cordes et la 
méthode de la tangente. 

Dans les exercices 1492-1497 on cherchera les valeurs approchées 
des racines en combinant la méthode des essais, la méthode par 
parties proportionnelles et la méthode d’Euler. (Au besoin on se 
servira des tables des fonctions intervenant dans les équations). 

1492. Montrer que l'équation ze = 2 ne possède qu’une racine 
réelle qui est contenue dans l'intervalle JO, 11 et la calculer avec 
une précision de 0,01. 

1493. Montrer que l'équation x 1n x = a ne possède pas de racines 
réelles pour a << —1/e, possède une racine réelle double pour a ——1/e 
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et deux racines réelles simples pour —1/e << a << 0 et, enfin, une 
racine réelle simple pour a => 0. Calculer la racine de l'équation 
zinxz = 0,8 avec une précision de 0,01. 
1494. Montrer que l'équation de Kepler zx = € sin x + a, où 
< & << 1, possède une racine réelle simple, et calculer cette racine 
a: une précision de 0,001 pour e = 0,538 et a = 1. 

1495. Montrer que l'équation a* — ax pour a > 1 possède 
deux (et seulement deux) racines réelles et positives dont l’une est 
égale à 1 et l’autre inférieure, supérieure ou égale à 1 selon que a est 
plus grand, plus petit ou égal à e. Calculer avec une précision de 
0,001 la deuxième racine pour a = 3. 

1496. Montrer que l'équation z° arctg x — a, où a 0, possède 
une racine réelle. Calculer la racine de cette équation avec une pré- 
cision de 0,001 pour a = fi. 

1497. Trouver la base a d’un logarithme tel qu’il existe des 
nombres égaux à leurs logarithmes. Combien existe-t-il de tels 
nombres? Calculer l’un d'eux (à 0,01 près) pour a = 1/2. 


$ 5. Formule de Taylor et ses applications 


Formule de Taylor pour les polynômes 


1498. Développer le polynôme 2% — 52° + 1? — 3x + 4 suivant 
les puissances de zx — 4. 

1499. Développer le polynôme 2° + 31° — 2x + 4 suivant les 
puissances de x + 1. 

1500. Développer le polynôme x!° — 3x1 + 1 suivant les puis- 
sances de x — f. 

1501. Développer la fonction f (x) — (1° — 3x + 1)° suivant les 
puissances de x d’après la formule de Taylor. 

1502. On donne un polynôme du quatrième degré f (x). Sachant 
que / (2) = —1, j (2) = 0, j" (2) = 2, f" (2) = —12, FIN (2) = 24, 
calculer f (—1), f’ (0), f” (1). 


Formule de Taylor 
1503. Trouver le développement limité d'ordre » de la fonction 
y = à pour Zo = —1. 


1504. Trouver le développement limité d'ordre nr (formule de 
Maclaurin) de la fonction y — xe* pour x, = 0. 

1505. Trouver le développement limité d'ordre » de la fonction 
y = Vz pour x, = 4. 

1506. Trouver le développement limité d'ordre 27 de la fonction 
y = us pour z) = (. 

1507. Trouver le développement limité d'ordre nr de la fonction 
y = x° In x pour x, — 1 
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1508. Trouver le développement limité d'ordre 2r2 de la fonc- 
tion y = sin? x pour zo = (0. 
1509. Trouver le développement limité d'ordre 3 de la fonction 
e À : . 
y = ——7 Pour % — 2 et construire les graphes de la fonction 


donnée et du polynôme de Taylor du troisième degré. 

1510. Trouver le développement d'ordre 2 de la fonction y = 
— tg x pour x, = 0 et construire les graphes de la fonction donnée 
et de son polynôme de Taylor du second degré. 

1511. Trouver le développement limité d'ordre 3 de la fonction 
y = arcsin z pour æ = 0 et construire les graphés de la fonction 
donnée et de son polynôme de Taylor du troisième degré. 

1512. Trouver le développement limité d’ordre 3 de la fonction 


y = _ pour z, = 1et construire les graphes de la fonction donnée 
T 


et de son polynôme de Taylor du troisième degré. 
1513*. Montrer que le nombre 8 du reste du développement limité 
d'ordre 1 


f(@+h)= f (a) + hf' (a) +47 (a + 8h) 


tend vers 1/3 lorsque hk — O0 si f” (z) est continue pour x = a et 


jf" (a) Æ 0. 


Quelquesapplicationsde la formule 
de Taylor 

Etudier le comportement des fonctions données aux points 
indiqués. 

1514. y = 22° — x + 3 au point x = 0. 

1515. y = z!t + 32° + 1 au point x = 0. 

1516. y = 2cosx + rz° au point x = (. 

1517. y = 6 1n x — 21° + 91° — 18x au point x = 1. 

1518. y = 6 sin x + z° au point x = (0. 

1519. y — 24e* — 24x — 121° — 47° — 2% — 20 au point x = 0. 

1520. f (x) = x — 32% + 2 + 2. Trouver les trois premiers 
termes du développement limité pour x, = 1. Evaluer approxima- 
tivement f (1, 03). 

1521. f(x) = 2° — 2x° + 51 — x + 3. Trouver les trois pre- 
miers termes du développement limité pour x, = 2. Evaluer appro- 
ximativement f (2, 02) et f (1, 97). 

1522. f (x) = 29 — 240 EL 272, Trouver les trois premiers termes 
du développement limité de f (x) suivant les puissances de x — 1 
et évaluer approximativement f (1,005). 

1523. On considère la fonction f (x) = xz° — 52° + x. Trouver 
les trois premiers termes du développement limité suivant les puis- 
sances de x — 2. Calculer f (2,1) approximativement et exactement, 
puis trouver les erreurs absolue et relative. 
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1524. Vérifier que lorsqu'on calcule la fonction e* pour0 <r< 
< 1/2 par la formule approchée 
z? xd 
e SsAÂ+tzt+ su À FT 
l'erreur commise est inférieure à 0,01. Se servir de cette formule pour 
calculer Ve à trois décimales vraies. 


1525. Appliquer la formule approchée e* = 1 + x ++ au 


calcul de 2 et évaluer l'erreur. 
e 


1526. Vérifier que si l’on calcule le sinus des angles inférieurs 
& 

à 28° au mOyen de la formule sin x = x — cl + a on commet une 
erreur inférieure à 0,000001. Appliquer cette formule au calcul de 
sin 20° à six décimales vraies. 

1527. Calculer cos 10° avec une précision de 0,001. S'assurer 
que cette précision est garantie parun développement limité d'ordre2. 

1528. Appliquer la formule approchée 

x 


2 xd 
In A+ er + —, 


au calcul de In 1,5 et évaluer l'erreur. 


S 6. Courbure 

Trouver la courbure des courbes données. 

1529. L'hyperbole xy — 4 au point (2,2). 

1530. L'ellipse Æ-+# —1 en ses sommets. 

1531. La courbe y = 2% — 4x — 182? à l'origine des coor- 
données. 

1532. La courbe y* = 8x au point (9/8,3). 

1533. y = In x au point (1, O). 

1534. y = In (zx + V1 + 2°) à l'origine des coordonnées. 

1535. y = sin x aux points d’extrémums. 

1536. Le folium de Descartes 2° + y° = 3axy au point (3/2a, 3/2a). 

Trouver la courbure des courbes données en un point quelcon- 
que (x, y). 

1537. y— 15. 1538. Æ— 1. 1539. y—Insecr. 


» 
PA 


1540. 25 + = &. 1541. + 1. 1542. y=ach+. 
Trouver la courbure des courbes données. 


1543. x —3t?, y—3t—1% pour t —1. 
1544. x—acos t, y—asin®t pour t—t,. 
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1545. x—a(cost+tsint), y—a(sint—tcost) pour t=—. 


1546. x — 2acost—acos2t, y—2asint—asin2t en un point 
quelconque. 


1547. p—a® au point p—=1, p—=0(. 
19548. o — ag en un point quelconque. 
1549. p—ap" en un point quelconque. 


1550. Calculer le rayon de courbure de l’ellipse S + J = Î 


au point où le segment de tangente compris entre les axes de coor- 
données est partagé en deux par le point de contact. 

1551. Montrer que le rayon de courbure de la parabole est égal 
au double du segment de normale d’extrémités les points d’inter- 
section de la normale avec la parabole et sa directrice. 

1552. Montrer que le rayon de courbure de la cycloïde en l’un 
quelconque de ses points est deux fois plus grand que la normale en 
ce point. 

1553. Montrer que le rayon de courbure de la lemniscate p? — 
= a° cos 29 est inversement proportionnel au rayon polaire corres- 
pondant. 

1554. Trouver le cercle de courbure de la parabole y = zx? au 
point (1, 1). 

1555. Trouver le cercle de courbure de l’hyperbole zy = 1 au 
point (1, 1). 

1556. Trouver le cercle de courbure de la courbe y = e* au 
point (0, 1). 

1557. Trouver le cercle de courbure de la courbe y = tgzx au 
point (x/4, 1). 

1558. Trouver le cercle de courbure de la cissoïde (x? + y?) x — 
— 2ay* = Ô au point (a, a). 

Trouver les sommets (i.e. les points en lesquels la courbure 
prend sa valeur extrémale) des courbes. 

1559. Vr+Vy=Va. 1560. y—Inzr. 1561. y—e*. 

1562. x = a (3 cos t + cos 3t), y = a (3 sin ?{ + sin 31). 

1563. Trouver la valeur maximale du rayon de courbure de la 
courbe p = a sin° +. 

1564. Montrer que la courbure de la courbe y = f (x) au point P 
est égale à | y” cos* «& |, où & est l'angle formé par la direction 
positive de l’axe des abscisses et la tangente à la courbe en LP. 


1565. Montrer que la courbure d’une courbe en un point arbitraire 
dsina 


a pour expression À — es 


, où « est l’angle de l'exercice 


précédent. 

1566. Une fonction f (x) est définie comme suit: f (x) — 1° dans 
l'intervalle —co << x <'1, f(x) = ax° + br + c dans l'intervalle 
1 < x << oc. Déterminer a, b, c tels que la courbe y = f (x) possède 
partout une courbure continue. 
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1567. Soient un arc de cercle AM de rayon 5 centré au point 
(0, 5) et un segment BC d'extrémités B (1, 3) et C (11, 66) (fig. 35). 
Joindre les points M et B par un arc de parabole tel que la ligne 
AMBC possède partout une courbure continue. Trouver l'équation 
de la parabole cherchée (on prendra une parabole de degré 5). 


y rC(N.66) 


Fig. 35 


Trouver les coordonnées du centre de courbure et établir l’équa- 
tion de la développée des courbes données. 
1568. La parabole de degré n y = x". 


| 22 pp 
1569. L'hyperbole =—->=1. 


1570. L'astroïde 2°-+y5= 05. 

1571. La parabole semi-cubique y° = azx*. 
1572. La parabole x = 34, y = t* — 6. 
1573. La cissoide y? — —— : 


z—=a(1+cos't)sint, 
1574. La courbe He 
y =asin“{coslé. 


1575. Montrer que la développée de la tractrice 


T=—4 (in tg z+cost) , ÿy—=asiné 


est une chaïînette. 

1576. Montrer que la développée de la spirale logarithmique 
p = a° est une spirale de même nature mais tournée d’un certain 
angle. Peut-on choisir a de manière que la développée coïncide avec 
la spirale? 

1577. Montrer que les développantes de cercle se déduisent 
J'une de l’autre par rotation. 

1578. Montrer que la distance d'un point quelconque de la 
cycloïde au centre de courbure de la développée en ce point est 
égale à 2d (d étant le diamètre du cercle). 
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1579. La développée de la parabole y* — 4pzx est la parabole 
semi-cubique py? = u. (z — 2p}°. Calculer la longueur de l'arc de 


parabole semi-cubique d’extrémités le sommet et un point (zx, y). 
1580. Calculer la longueur de la développée de l’ellipse dont les 
demi-axes sont respectivement a et b. 
1581. Montrer que la développée de l'astroïde x = a cos t, 
y = a sin° { est une astroïde de dimensions linéaires doubles et 
tournée de 45°. En déduire la longueur d'arc de l’astroïde donnée. 
1582 *. Montrer que la développée de la cardioïde 


z = 2acost—acos 2t, y = 2a sin { — a sin 2t 


est une cardioïde identique à la précédente. En déduire la longueur 
d’arc de toute la cardioïde. 

1583 *. Démontrer le théorème suivant: si la courbure d’un 
arc d'une courbe est soit strictement croissante soit strictement 
décroissante, alors les cercles de courbure associés aux divers points 
de cet arc ne se coupent pas et sont contenus l’un dans l’autre. 


$ 7. Problèmes numériques 


1584. Calculer le minimum de la fonction y = +zi+tzr+i 
à 0,001 près. 

1585. Calculer le maximum de la fonction y = x + In x — x° 
à 0,001 près. 

1586. Calculer le minimum et le maximum de la fonction y = 
— 2 + 3 cos x dans l'intervalle Jo, 2 à 0,01 près. 

1587. Calculer le maximum et le minimum de la fonction y = 
— x —e* dans l'intervalle J0, 2; 0, 5 à 0,001 près. 

1588. Calculer les coordonnées du point d’inflexion de la courbe 


y= (x — 6124 19x— 30) 


0,01 près. 
1589. Calculer les coordonnées du point d’inflexion de la courbe 


— 61° ]1n x + 21° — 9x? 


œ” 


à 0,01 près. 

1590. Calculer à 0,01 près la courbure de la courbe y — £ en son 
point d’intersection avec la droits y = z — 1. 

1591. Calculer à 0,01 près les coordonnées du point de la courbe 


y = In x en lequel le rayon de courbure est le triple de l’abscisse 
de ce point. 


CHAPITRE V 


INTÉGRALE DÉFINIE 


$ 1. Intégrale définie et ses propriétés élémentaires 


1592. Calculer par intégration l'aire de la figure limitée par les 
courbes suivantes: 

1) les axes de coordonnées, la droite x = 3 et la parabole y — 
= 2 +1; 

2) l'axe des abscisses, les droites x = a, x = b et la courbe y — 
= +2 (b> a); 

3) l’axe des abscisses et l’arc de sinusoïde y = sin x correspon- 
dant à la première demi-période ;i 

4) les paraboles y = zx? et y — 8 — zx°; 

5) les paraboles y = r° et y = Vz:; 

6) les courbes y = In x et y = In° x. 

1593. On considère la figure limitée par l’axe des abscisses et 
les droites y = 2x, x — 4, x = 6. Calculer l'aire des figures en 
escalier situées au-dessous et au-dessus de la droite y = 2x, obtenues 
en partageant l'intervalle [4, 6] en parties égales. Vérifier que les 
deux expressions obtenues tendent vers une même limite $ qui est 
l'aire de la figure, lorsque #7 —+ œ. Trouver les erreurs absolue et 
relative commises en remplaçant l'aire de la figure donnée par celles 
des figures en escalier mentionnées. 

1594. Un trapèze curviligne de base [2, 3] est limité par la 
parabole y = z°. Trouver l'erreur absolue et l'erreur relative com- 
mises en remplaçant l'aire considérée par celle de la figure en escalier 
située au-dessous de la parabole et obtenue divisant l'intervalle [2, 3] 
en 10 parties égales. 

1595. Calculer l’aire de la figure limitée par la parabole y — 
= 1*/2, les droites zx — 3, x = 6 et l’axe des abscisses. 

1596. Calculer l'aire du segment découpé par la droite y — 
— 2x + 3 sur la parabole y = z*. 

1597. Calculer l'aire du segment parabolique de base a = 10 cm 
et de hauteur À — 6 cm. (La base est la corde perpendiculaire à l’axe 
de la parabole, fig. 36). 

1598. Calculer l'aire de la figure limitée par la parabole y — 
— x? — 4x + 5, l'axe des abscisses et les droites z = 3 et x — 5. 
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1599. Calculer l'aire de la figure limitée par les arcs de paraboles 
zx? 
9° 

1600. Calculer l’aire de la figure limitée par les paraboles y = 
= 2? — 6x + 10 et y = 6x — 2°. 

1601. Calculer l’aire comprise entre la parabole y — z° — 2x + 2, 
la tangente à cette parabole au point (3, 5) et les axes de coordon- 
nées. 

1602. Un point matériel se déplace à la vitesse v = 2t + 4 cm/s. 
Calculer le chemin parcouru pendant les 10 premières secondes. 

1603. La vitesse d’un corps tombant en chute libre est v = gt. 
Calculer le chemin parcouru pendant les 5 premières secondes. 

1604. La vitesse d'un mouvement est proportionnelle au carré 
du temps et égale à 1 cm/s à la fin de la quatrième seconde. Calculer 

le chemin parcouru pendant les 10 premières 


ea secondes. . 
1605. L'on sait que la force qui s'oppose 


à l’extension d’un ressort est proportionnelle 
à l'allongement (loi de Hooke). Sachant qu'un 
travail de 1007 esi nécessaire pour allonger ce 
ressort de 4 cm, on demande de calculer le tra- 
vail nécessité par un allongement de 10 cm. 

1606. Pour allonger un ressort de 2 cm il 
faut effectuer un travail de 20 J. De combien 
s’allongera ce ressort si l’on dépense un travail 
de 80 J? 

1607. La vitesse v de désintégration radio-active est une fonction 
du temps: v = v (t). Exprimer la quantité m de matière radio-active 
désintégrée entre les instants T, et 7,: a) approximativement 
au moyen d'une somme; b) exactement au moyen d’une inté- 
grale. 

1608. La vitesse d’échauffement d’un corps est une fonction 
donnée du temps : 4 (t). De combien de degrés 8 s'échauffera ce corps 
entre les instants 7, et 7,? Exprimer la solution a) approximative- 
ment par une somme, b) exactement par une intégrale. 

1609. Le courant alternatif est une fonction donnée du temps 
I = T(t). Exprimer (approximativement par une somme et exacte- 
ment par une intégrale) la quantité Q d'électricité qui traverse la 
section transversale du fil entre les instants 0 et T. 

1610. La tension E du courant alternatif est une fonction donnée 
du temps E =  (t); l'intensité Z du courant est également une fonc- 
tion donnée du temps: Z — #4 (t). Exprimer le travail À effectué 
par le courant entre les instants 7, et T,: a) approximativement par 
une somme, b) exactement par une intégrale. 

1611. Un circuit électrique est alimenté par une batterie. En 
40 mn la tension aux bornes chute uniformément de Æ£, = 60 V 
à E — 40 V. La résistance du circuit est R — 20 ohms. Calculer la 
quantité de courant qui a traversé le circuit en 10 mn. 
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y= + et y = 3 — 


Fig. 36 


1612. La tension d’un circuit électrique baisse uniformément 
à raison de a = 1,5 V par minute. Sachant que la tension initiale 
E, = 120 V et la résistance du circuit À — 60 ohms trouver le 
travail fourni par le courant en 5 mn. On néglige l’inductance et la 
capacité. 

1613. Un circuit est mis uniformément sous tension. La tension 
initiale est nulle. Une minute après elle atteint 120 V. La résistance 
du circuit est 100 ohms. On néglige l’inductance et la capacité. 
Calculer le travail fourni par le courant pendant une minute. 

1614. La paroi rectangulaire d’un aquarium rempli d’eau à ras 
bord possède une base a et une hauteur b. Exprimer la pression P 
de l’eau sur toute la paroi: a) approximativement par une somme, 
b) exactement par une intégrale. 

1615. a) Calculer la pression P exercée par l’eau sur la paroi 
d’un aquarium plein à ras bord, sachant qu'elle est rectangulaire 
et que sa base est a — 60 cm et sa hauteur b — 25 cm. b) Partager 
la paroi de l’aquarium par une droite horizontale telle que la pres- 
sion exercée sur les deux régions soit égale. 


Calcul des intégrales par sommation 


1 
1616. Calculer l'intégrale Îe* dx par sommation directe et par 
0 


passage à la limite. (Partager l'intervalle d'intégration en z parties 
égales). 


b 
1617. Calculer l'intégrale E dr, où k est un entier positif, 


a 
par sommation directe, puis par passage à la limite (partager l’inter- 
valle d'intégration de telle sorte que les abscisses des points de sub- 
division forment une progression géométrique). 
1618. Utiliser les formules déduites dans les exercices précédents 
pour calculer les intégrales: 


10 a+2 a 2a 
1) LS 2) J#8 3) ou 4) ja de: 


a m 20 
5) | (322—z+1)dr; 6) \ ET dx ; 7) | (2x +1}? dx ; 
j U 1 


b 0 1 

8) | 2 (z—b)dz; 9) À CR dx; A0) | (=) 25 
2 3 

11) | sa; 12) res 13) (T5) 


Ss—01 


to 
to 
=! 
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RHORE.. Lnk 
1619*. Trouver lim (A — 
en nh+i 


approximativement 1454254 ...-+11005. 


pour k>>0. Calculer 


1620. Calculer l'intégrale É par sommation directe, puis 


1 
par passage à la limite. (Partager l'intervalle d’intégration de telle 
sorte que les abscisses des points de subdivision forment une pro- 
gression géométrique.) 


1621. Former la somme intégrale de l'intégrale L en parta- 


nm) 19 


geant l'intervalle d'intégration en z# parties égales. Comparer avec 
le résultat de l'exercice précédent et calculer: 


1 ne 1 


lim ( 


î 
Ti — 00 Tn+i 


sl 


; 1 1 1 
1622*. Calculer lim : Ha ne 2.15 à +—) (a est en- 


R 
n— 2% 
- , : 1 1 1 1 
ticr). Calculer approximativement (ot to + fe +55) . 
1623*. Calculer les intégrales 


1) | sea 2) Jinrars d) | ME dx 


par sommation directe, puis par passage à la limite. [Dans 1) partager 
l'intervalle d’intégration en parties égales, dans 2) et 3) comme dans 
l'exercice 1620.] 


S 2. Propriétés fondamentales de l'intégrale définie 


Interprétation géométrique de 
l'intégrale définie 

1624. Exprimer par une intégrale l’aire de la figure délimitée 
par l’arc de sinusoïde correspondant à l'intervalle 0 £< x < 2x 
et l’axe des abscisses. 

1625. Calculer l’aire de la figure limitée par la parabole cubique 
y = x et la droite y = x. 

1626. Calculer l’aire de la figure limitée par !les paraboles y — 
= gd — 2x —3 et y — —zx° + 6x — 3. 

1627. Calculer l’aire de la figure limitée par les courbes y = 
= —zrety—=1 — 1 
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Evaluation des intégrales 
10 


1628. Montrer que l'intégrale Es est < 5/6. 
0 


1629. Montrer que 


< | e**-x dx << 2e. 
U 


Ve 
Evaluer les intégrales. 
3,9 a! 
z° dr z2+5 
1630. | 2%. 1631. | Edr 
1,5 0 
ox ÿ 
1632. | (1+sin?z)dr, 1633. | dr. 
7 
V3 L 
1634. | x arctg x dx. 1635. | ate-s dx. 
vs ne 
4 e 


1636. Indiquer (sans les calculer) laquelle des intégrales est la 
plus grande : 
1 1 2 
4) | z?dr ou | xdr? 2) | x°dx ou 
bel 


x dx? 


1637. Indiquer (sans les calculer) laquelle des intégrales est la 
plus grande : 
1) | 2% ax où | 2*ar? 2) | 2% dx ou | 2“ar? 
1 î 


(1) (4) 
h 


4 
(Inx)}ÿdr? 4) | In x dx ou | (In x}° dx ? 


J 3 


to 


3) | Inxdz ou 


nn 0 


1 
1638. Montrer que | VT+adr < VE en appliquant l’inéga- 
; | 
lité de Cauchy-Bouniakovski 


| fi (x) Î2 (x) | | [f1 rar) | [f2 (x) dx. 


Vérifier que la règle générale donne une évaluation moins précise, 
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1639. Montrer par des raisonnements géométriques que 
a) si la fonction f(z) croît dans [a, b] et est concave, alors 
b 
b 
E—a)f{a)< | f(#) dr <(b—0) 2470 ; 
b) si la fonction f(x) est croissante dans l'intervalle {[a, b] et 
y est convexe, alors 


b 
O—a) OUR < (f(x) dr <(b— 0) f (). 


zx? dr 
1+ 272 


3 

1640. Evaluer l'intégrale | en utilisant le résultat de 
l'exercice 1639. | 
1 


1641. Evaluer l'intégrale | V1-+ztdx en utilisant : 
0 
a) le théorème fondamental de l'évaluation d'une intégrale, 
b) le résultat de l'exercice 1639, 
c) l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski (cf. exercice 1638). 


Valeur moyenne d'une fonction 


1642. Calculer la valeur moyenne de la fonction linéaire y = 
— kx + b dans l'intervalle {zx,, z.]. Trouver le point en lequel la 
fonction prend cette valeur. 

1643. Calculer la valeur moyenne de la fonction y — ax* dans 
l'intervalle [z,, z.]. En combien de points de l'intervalle la fonction 
prend-elle cette valeur? 

1644. Calculer la valeur moyenne de la fonction y = 2r° + 
L 3x + 3 dans l’intervalle [1. 4]. 

1645. Calculer géométriquement la valeur moyenne de la fonc- 
tion y = Va — x° dans l'intervalle [—a, a]. 

1646. Etablir géométriquement la valeur moyenne d’une fonc- 
tion continue impaire dans l'intervalle symétrique par rapport 
à l’origine des coordonnées. 

1647. La section d’une auge a la forme d’un segment parabolique 
de base a — 1 m et de profondeur À = 1,5 m (voir fig. 36, p. 112). 
Trouver sa profondeur moyenne. 

1648. La tension d’un circuit électrique passe uniformément 
en l’espace d’une minute de E, = 100 V à E, — 120 V. Calculer 
l'intensité moyenne du courant pendant cet intervalle de temps. 
La résistance est égale à 10 ohms. 

1649. La tension d’un circuit électrique chute uniformément 
à raison de 0,4 V par minute. Sachant que la tension initiale est de 
100 V, la résistance de 5 ohms calculer la puissance du courant 
pendant la première heure de travail. 
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Intégrales à limites variables 


1650. Calculer les intégrales à limite supérieure variable. 


1) | sa 2) | #8; 3) | (&-7) dx. 


1651. La vitesse du mouvement d’un corps est proportionnelle 
au carré du temps. Exprimer l’espace s parcouru en fonction du 
temps {, sachant que pendant les trois premières secondes le corps 
a parcouru 18 cm et qu’il est parti à l'instant { = 0. 

1652. Un point matériel est soumis à l'action d’une force qui 
varie uniformément en fonction de l’espace parcouru. De 100 N 
au départ elle atteint 600 N après 10 m de parcours. pme le 
travail en fonclion de l’espace parcouru. 

1653. La tension d’un circuit électrique varie afotnement. 
Pour t = t, elle est égale à E,, pour t = t., à E,. La résistance R 
est constante, l’auto-induction et la capacité sont négligées. Expri- 
mer le travail du courant en fonction du temps £ écoulé depuis le 
début de l'expérience. | 

1654. La capacité calorifique d’un corps est liée à la tempéra- 
ture £ par la relation: c = ©, + at + Bt*. Exprimer en fonction de 
la quantité de chaleur ‘reçue par le corps lorsque sa température 
s'élève de 0° à f°. 

1655. Un trapèze curviligne est limité par la parabole y = 
l’axe des abscisses et une ordonnée courante. Calculer l'accroisse- 
ment AS et la différentielle dS de l'aire du trapèze pour x = 10 
et Az = 0,1. 

1656. Un trapèze curviligne est limité par la courbe y = V x°+16, 
les axes de coordonnées et une ordonnée courante. Calculer la diffé- 
rentielle dS de l'aire du trapèze pour x = 3 et Az = 0,2. 

1657. Un trapèze curviligne est limité par la courbe y = x", 
l'axe des abscisses et une ordonnée courante. Calculer l'accroisse- 
ment AS de l’aire, sa différentielle dS, les erreurs absolue (x) et 


relative (6 = 5) commises en remplaçant AS par dS pour zx = 4 


et Az—1; 0,1 et 0,01. 
1658. Trouver la dérivée de la fonction 


x 
1—1t+1° 
y = | Tr dt pour z—f. 
0 


1659. Trouver la dérivée de la fonction 


xl T 
et Tz——. 


x 
y = | sinxzdz pour zx =0, T=— 5 
0 
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1660. Calculer la dérivée d'une intégrale de limite inférieure 


variable et de limite supérieure constante par rapport à la limite 
inférieure. 


1661. Calculer la dérivée de la fonction y= | Vi+zr'dr pour 
z—=0 et z=<. 


2x 


— | LIL PA 


Z 


1662. Calculer la dérivée par rapport à x de la fonction y 


0 
1663. Dériver par rapport à x les fonctions 


1) [ TEd:; 2) Linz de 


x 


2x 
1664*. Dériver par rapport à z la fonction | In? x dx. 


ï< 
1665. Dériver par rapport à x la fonction implicite 


RE 


et dt+ | cos t dt —0. 
0 


1666. Dériver par rapport à x la fonction y définie par les équa- 
tions paramétriques 


t 
1)z= | sintdt, y — | costdt; 2)z 
0 


\ 


tintdt, y=— \tIlntdt. 


LL. 
CL, 
1) 


1667. Calculer la dérivée seconde par rapport à z de la fonction 


e dz 
y= | juzs Pour ni 1e 
U 


1668. Pour quelle valeur de zx la fonction L (x) — J ze dx 
(n 


admet-elle un extrémum? Evaluer cet extrémum. 


1669. Calculer la courbure au point (0, 0) de la courbe donnée 
par l'équation 


y = 


Ce) À 


(1+#) In (1+ 4) dt. 
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1670. Trouver les points d’extrémum et les points d'’inflexion 
x 


du graphe de la fonction y — | (x° — 3x + 2) dr. Construire le 
(U) 
graphe de cette fonction. 
1671. Retrouver les graphes des primitives d'après les graphes 
des fonctions représentés sur la fig. 37 et 38. 


4 


Fig. 37 Fig. 38 


Formules de Newton-Leibniz 


1672. Calculer les intégrales: 


1) (æ, 2) [æ, 3) [3Vza. 4) ( (z+—) d7; 
1 4 1 1 
9 2 2a 
5) [Vz(1+Vz)ar; 6) NUE ALT 7) |: 
LA 1 a 
[A b 21 ; : 
8) pre 9) = (@>0, 00); 10) | (V2—1) a. 


1673. Calculer les intégrales 


+ 
1) | sinxdz; 2) | cosz dr 
0 


(interpréter géométriquement le résultat obtenu) 


1 


7 V 

3 % 72 
+ . 4 ? x dx ; 5 ù dr : 6 dx 

LE pee ) | | 


0 
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1674. Une fonction f (x) admettant une dérivée continue prend les 
b 
mêmes valeurs aux points x = a et x = b. Calculer À f' (x) dz. 


1675. La tangente au graphe de la fonction y = f (x) au point 


: . . ms 
d’abscisse zx = a fait avec l'axe des abscisses un angle de 7 et au 


b 
point d’abscisse zx = b un angle de Tr. Calculer | f" (x) dx et 
b a 

À f (x)f" (x) dx; f° (x) est supposée continue. 


CHAPITRE VI 


INTÉGRALE INDÉFINIE. CALCUL INTEGRAL 


$ 1. Méthodes élémentaires d'intégration 


Calculer les intégrales. (Se servir de la table des intégrales et des 
règles élémentaires d'intégration.) 


1676. 2 zdz. 1677. E4 z'dz. 1678. 5. 
1679. | 10% az. 1680. | a*e* dx. 1681. | = 
1682. x 1683. [3,47-017d2. 1684. | (1—2u) du. 


1685. [(Vz+1)(2—Vz+1) ds. 1686. JV E gr. 


zJ 


1687. | @x-124 35-08-5013) dr. 


1—2)2, (1—z)° 
1688. | (+) "a. 1689. | de 
(4+V 2) Vz2—yz 
1690. | = de 1691. | ed 
dx 3-2x—2.3x 
1692. VE ” 1693. | —— 5%; —— dx. 
1694. TE de . 1695. RS de 
. 1696. | texas. \ 1697. | ctg?z dr. 
R ._o (1+ 272) dr 
1698. | 2sin? ? dx. . 1699. | SES. 
| (1+ x)° dz . dz 
1700. |. 1701. | 


- 1702. À (arcsin x + arccos x) dx. 
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Calculer les intégrales. (Se servir du théorème relatif à l’inva- 
riance des formules d'intégration.) 


1703. | sin z d (sin 2). 1704. | te rd(tez). 
.  ( d(i+zr?) : 
3 ee 06. 15 . 
1705. | TE 1706 | (z+1) dx 
dx 
1707. |. 1708. | (ce 1). 
1709. |} B—37 (B— 3x) dr. 1710. [V8-2% 2 
ue ee 
1711. | 7 1712. J2V + tar. 
1713. f2VT—# az. 1714. j#ÿ 7424 
z dx zŸ dx 
1715. = 1716. Er 
zx$ dr (Gz —5) dr 
. (- | 1748 À — 
1717 ie 718 Er = 
1719. | sin? z cos x dx. 1720. | _ 
1721. | CRE 1722. | cos x sin 2x dz 
Ÿ sin? x 
1723. (Vis, 1724, ( Etes 
. | = JT. 4e | 1+ 72 
” dx Y dx 
72 e 7 . Pau. 7 em © 
Fe res ne ee eur 
1727. | cos 3r d (3x) 1728. remet 
1729 | cos 3x dr 1730. À (cos œ— cos 2x) dr. 
1731. | sin(2r—3) az. 1732. | cos (1— 2x) dx. 
1733. f [eos ( 2r— +) ) |” dr. 1734. | (sin e*) dr. 
e d(1<+zx°) d (arcsin x) 
1735. ES 1736. | re 
= (2x —3) dr dr dr 
1737. | 23518" 1738. Et 1739. Er 
 zdr z° dr ° ex dz 
1740. | 5. 4741. | ES. 4742. | ES. 
ex dx 
4 œ 4 oœ | 
1743. | Te 1744. | te x dx. 1745. | ctg x dx 
1746. | te3rdz. 1747. jets (2r+1)dr. 
sin 2x dx (In z)}m 
1748. | dr. 1749. | 4750. | CP az. 
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1751. | esin x (sin x). 1792. | esin x cos x dx. 


1753. | a dr. 1754. | ad. 1755. fers az. 
1756 | er dz. 1757. | e-sat ds. 
d( 2! 
1758. _‘G 1759. fi. 
; z\° V 1—257° 
= GO) 
dr dr dx 
1760. | 1761. [1762 la 
dx z dx z dr 
1763. = 1764. |. 1765. | = 
x? dr 23 dx ex dx 
1766. | LÉ. 1767. | = 1768 Et 
2x dx cos & da 
1769. Er 1770 Er 
nn ms 
1771 (ar. 1772. Î (+1) dr. 
1773. = 4774. | ES dr 
. — 1" 
1775. | W/ Fdr. 1776. rer de 
1Lz—7r° 
1777. | dr. 1778. | = ES 
| { 2z—V'arcsinz z + (arccos 3r)° 
1779 = dr. 1780. A dx 


Calculer les intégrales. (Mettre en évidence la partie entière de 
l'intégrande.) 


Az 
1781. | 1782. | dr. 1788. | dr. 
1784. ÜEÉEar. 1785. [DE 1766. | dr. 
1787. [Cid ar. 1788. | ETar. 1789. | az. 
x dr 
1790. | LE. 


Calculer les intégrales. (Décomposer l’intégrande ou mettre en 
évidence un carré parfait.) 


dr dz 
1791. | z(z—1)" 1792. Î z(z+i) e 
dx dz 
13. | es 6 ae 
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1795. | ET ar. 1796. | 

1797. | 1798. | 

4799. | EE . 1800. ar 

1801. Ersrss 1802. 3 
dr 


1803. 


ES es 
42244745" JV | 
dz 


1805. 


dz | 
| V'4z—3—7° | ° V 8+67—97° ° 
dz 


D DS 


Calculer les intégrales. (Transformer l’intégrande en se servant 
des formules de trigonométrie.) 
dz 


1808. | cost r az. 1809. | sin? x dz. 1810. EE 
1811. (—<—- 1812. TE dr. 1813. [TRE az. 


1+ sin z 1+ 1—sin z 
2 cos 2x dr 

1814. | (tg z+tg x) dx. 1815. | TEsinzcosz 
1816. cos x sin 3x dx. 1817. f cos2z cos 3x dx. 
1818. | sin 2x sin 5x dx. 1819. | cos x Cos 2x cos 3x dr. 
1820. |. 1824. (ear. 182. | Se g 

cos z dr sin œ 
1823. | inde: " 1824. one 7 1825. EE ie 
1826. | cossrdr. 1827. | tutrdr. 1828. | sin$ rdr. 
1829. | sintrdr. 1830. | tezdr. 1831. | _— 


$ 2. Principales méthodes d’intégration 


Intégration par parties 


Calculer les intégrales. 


1832. | sin 2x dr. 1833. | cos ds. 1834. | re*dz. 
1835. | 23 dz. 1836. E "Inzdr (n—1). 
| 


1837. | zarctgzdx. 1838. | arccus x dx. 
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1839. 
1842. 


1845. 
1847. 


1849. 
1850. 
1853. 
1856. 
1858. 
1859. 
1861. 
1862. 
1864. 


1866+. (Var a Lridr. 1867. | 


(Ve 
a 
E 
L” 
= 
F 
| 


arctg V zdz. 


1840. Fa d 


zx. 1841. | ste cd. 


Vz+ 
zcosrdz. 1843. Reg 1844. EE dz. 
V1 + z? 
arcsin Vri, 
1846. 2 | 
Vie 846 | in (z +1) dr 
z$ dr 
- 1848. | V'i+z 

*In (1 + zx) dx. 

26 dr. 1851. | ze dx. 1852. | 2° äz. 
Psinrdr. 1854 [rtco#rar. 1855. | In?zdr. 
Inz ; In? z 

1857. | Ta dz. 


(arcsin r)° dx. 


(arctg r)° x dx. 


3% (sin 27 — cos os 27) dx. 


e%* cosnx dx. 


cos In x dx. 


1860. [ e* sin rdr. 


1863. | sinin dr. 


1865*. | = 


V'1i—7! ° 


1868. | 2e* sin x dr. 


z2eX dr 


Changement de variable 


ne / 
Calculer les intégrales. 


1869. 
1870. 


1872. 


1874. 


1876. 


— (poser z+1— # 


1871. 


| nr dx. 


(x —2)$ 


1873. | ge 


1875. 


1877. 


zVz—2 
V'z 
PTE | Laisd 


[ dx 


NES FTTE 
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1878. | —— —. 1879. ECS (poser += 2). 


V'aztb+m Vz-Vz 
dr dz 
e D — JE > | e FF Le 
mn EL sh pc 
1882. dr 
Z— y x 
ex dx a ; 
1883. rar (poser e + 1 —35 à 
dz V'i+inz 
1884. | VE 1885. | jrs "0%. 
1886. [VT+cosz.sin 2x cos 2x dx. 
= Intgz Ÿ _ zSdz 
1887. Er 1888. 75 
Ù  z$ dx 
1889. | 
1890. TES (poser pa ou x=atgz, ou z=ashz) 5 
z® V/z°+a 3 
1891. == (poser r —asin 2). 
a®— r° 
1892. = (poser r=+,ou 2%, ou z=achz). 
z V/ z°—a? z 3 
1898. [ VIE 2. 1894. [ VIRE q7. 
dz V/19— 272}; 
1895. | Vers 1896. | —— 7% —— dx. 
1897. | 72 —. Qgs Le 
897 22 Vz2—9 FRS | zV1+7 
_ 2VZ=E 
1899. Ver | 1900. À E 2 V4 z° dx. 
fi dz 
1001 * =: : 
7. Ï (2244) V/ 472: F1 1902*. y z+ir 
dz { (zri)dz 
M QU. | ares 


Calculer les intégrales. (Faire un changement de variable puis 
intégrer par parties.) 


1905. | eVZar. 1906. | sin ÿ/z az. 
arcsin z z®arctg z 

1907. | VAS dx. 1908. | dre dx. 
arctg z 

1909. | EE ar. 
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Exercices divers 


Calculer les intégrales. 


1910. |(z+1)Va+2zdr. 1911. | A +erp er ar. 


1912. | VE an. 1913. È= SINZ Gr. 1914. | VT—ee dr 


V'z 008 * 
411 
1915. | cos r° dx. 1916. | @— 325) 25 dr. 
1947. (ar. 1918. [ Vrée. 
1+z° 
dr dr 
1919. | ETS 1920. = 
1921. 7 de 1922. = à 
- Te Te — 
cos V x dx 
In zx dz : z—z2z+1 
1925. Éreces 1926. Ven 
(arctg x)" dq 
1929. | az. 1930. | ST 
1931. [V te z sect r dr. 1932. | (— 1832) 4 
1933. [ 2%. 1934. [ 2% 
z dr : z dr 
1935. | PE 1936. | Le 
1937. (F2 a+zdr. 1938. | (Vs snz+cosr) dr. 
1939. lan dx 
dr 
190. It. | 
dz Ù (8z—11) dx 
1942. | 7: 1943. | TE 
(x + 2) dr (zx — 3) dr 
1944. EE 1945. 7 
(3z— 1) dr *  (3z—1)dr 
1946. &r2—4r 117 1947. | VAT 


| 


(z—2) dx 
z2—7rz+12 


2x2 — 3r +1 


St dx. 


(2— 5x) dr 


V 424941 
V'zdz 
V2+3 


: | arctg x dr. 


| T° COS OT dx. 


In 


cos z 
d 


1959 e*r° dx. 
ctg z 
1961 Insinz 
cos? 37z 
1963. | CEE dx 
fsin 2r dr dr 
4 — cos? 2x ° 1966. | eX+14” 
1968. | e+x dr. 
3+ 23 
1970. | Pre dz. 
ZCOSZ } 
1972. | PEa 
(1+tg x) dr 
1974. | RES 
1976 
"re V3 cos p+-sin q 
sin® z COS z 


V'3z2—117+2 ° 
a—z 
VI dr. 


1957. | x sin x cos z dr. 
Î 


1980. ET 
1982. fes dx. 


1984. TES 
1986. Ererrt 
1988. { Vi+# 

1990. Es 
1992. reves 


z(Vz+yz) 
z' dx dx 
1995. [Se 1996. | ROUTES 
1907. [Vita gs 1998. [ 2... 
(21) 
1999. xS dz _dz 
V +2 doi | V = (z —1) 
2001. [ V1 TE dx 2002. | 
3x2 — 1 ex (1—ex) dr 
2003. — arcig x dr. 2004. | ——— 
22V x V1—e2x 
2005 | Ve=1 In(z+1)—Inz 
. e—1 dx. 2006*. | Ron 


2007. | FR - 8. 2008. | arccos Aer 3 0. 


2009. Üin(r+VT+æ)dr. 2010. | Vers 
dx 
2011. [ 
$ 3. Principales classes de fonctions intégrables 
Fonctions rationnelles 


Calculer les intégrales. 
4) Le dénominateur ne possède que des racines réelles distinctes. 


z dr ee 
2012. er de En 
272 + 41xz —91 
4. [Gers -s . 
d  — 
2015. la 2016. = dx. 
2017. | ET dr. 
32zx dx 
2018. LEE 
(2x2 — 5) dx 
2019. | 2020. | 
26— 211 + 3x3 — 972 + 4 
2024. | RE a. 


2) Le dénominateur ne possède que des racines réelles dont certaines 
sont multiples. 


we. [ERiné ms (ja 


9—01227 1429 


2024. 


2026. 
2028. 
2030. 
2032. 


2033. 
2035. 


z° dz 


SE +4 


—617"+11z—5 de. 


(22 


2—) 


Je 2 d 
fs Fer | 


ne Er) 


(z—1) (25 — 4724 3%) 


(7x3 — 9) dz 
24— 5173 612" 
nr dx 


2025. 


2034. 


EE a+ ; dx. 


e 


e | = Tr — 72 e 


z$—612+9r+7 

(z—2}(z—5) dx 
xS dz 

12 (1) * 


xI— 2272 +4 


ET 


dx. 


3) Le dénominateur possède des racines complexes distinctes. 


2036. 
2038. 


2046. 


À dx 
z(z2+1) | 
| z dz 
z3—1 d 
(zt +1) dz 
Z—22tr—14 © 


| dz 
JE) 


. (3z2+ x +3) dz 

(z—1) (22+1)° 

| (z3— 6) dx 
+ 6z248 


d 
2087. | =. 

(2z2— 3z — 3) dr 
Me (z—1) (22—22+5)° 
2041. | TZ. 

dz 
2043. | RARE 
z+2r8 + 4r La 

208. | insu 7. 
2047. | 


4) Le dénominateur possède des racines compleres multiples. 


2048. 
2050. 
2052. 
2054. 


zi+z—1 
GE 
(5z2— 12) dr 
(z2— 67 +13)?" 
dz 
dz 
| (1+ 22)" 


9) Méthode d'Ostrogradski 


2056. 
2058. 
2060. 
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| z7+2 à 

G+2+1ÿ 

FO z+z+i 

Er 

| (z°— 1)? dr 
(+2) (1+22)$ © 


2049. 
2051. 
2053. 
2055. 


2057. 
2059. 


2061. 


| dz 
z(4+z2}2 (+22) ° 
(z + 1)$ dx 
(x2+ 27 +233" 


| 2x dr 
(+ x) (+22)? | 


z® dx 
En 


(4z2— 8x) dz 
(z—1)2 (22+1)2 ° 
2z$+ ri — 422 —2 

x 


dz 


2062. TE 2063. RSS 
2064. [reg dr. 

2065. red. 

2066. | RS cz. 

2067. Éres 


Quelques fonctions irrationnelles 


Calculer les intégrales. 


1) Fonctions de la forme R (z, 


MEET EE 

z dr 

El Er 
(z+1)°+(z+1) 


2072. | VE de. 


2074, | JV EE. 


2070. | 


az+b P 
az + bi? 
2069. | 


az+b 0) 
. ayz + bi? É 


ER EREUEÉ 
4Â—zx dz 
2071. (V = re 
9 z2+V1+z 
2078. | 7 
CR 
M EE 


2) Binômes différentiels x" (a+ bzx"}? dx. 


2076. | Vz(+5z) ax 


dx 
2078. | DES 


Érers 


| À a ET dx. 


2080. 
2082. 
2084. 


(PAST? 


2086. 


z2 


2088. | T1) dr. 


(UE de. 


1 
2077. | z(1 + 25) dr. 
2079. | ms ÿ (+) dr. 


2081. = 
J/ TT ET 
2083. FE à 
4 
dx 
2085. Enr 
dr 
2087. | PT eur 
2089. [V1+ÿz dr. 
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Fonctions trigonométriques 


Calculer les intégrales. 
2090. | sin x cos? x dr. 
2092. | ———. 
2094. | Er —. 
2096. | TEE. 
2098. cost x dx. 
2100. | tg5rar. 


2102. 


sinÿiz 


2106. 


a cos + SUE 


| ss 

2104. Jr 
j 
Ï 


08. [E 

2410. | 5 —. 

2112. | FE dr. 
2114. | re 
2116. RS 
2118. ec 

2120. Érrererer 
2122. RE 


2123. | VT=sinzdr. 
2125+. | Vins 3, 


sin5 z 


dx 
427. | 
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2103. 


si 
Jr 
Ke 
j cts 
læ 
Je 
| HT 
[5 
EST 
| 
D 
J = 
E 
Ja 


sin, A ; 
cosi z 

sinŸ x 
cos? z 


“sintzcosir _ £ 
cos x dr 
({—cosr)2 ” 


*zdzx. 


ter 
cost r+sint z cos z+sintz j 
cos? r — sin? r 


sin er 


TRE 


RS 


sinfzdz. 
nn: z 


sin _ (sin r +2 sec z)2 ce z)2° 
TRES sin?z 
— NE 


sin? z EEE tg° zx 


_Viuz y, 


Sin x COS z 


| dx 
| Vsin3 z cos z | 
| | V 1 + cosec x dr. 


(cos 2r — 3) dr 
2129. | cost x V'4—ctg?r 


2131. | V'igzdz. 


Fonctions hyperboliques 


Calculer les intégrales. 


2132. | chzür. 2133. 
2134. ( ——— 2135. 
2136. |(ch'az+shar)dz. 2137. 
2138. | th? 2139. 
2140. | sh az 2141. 
2142. | thé z da. 2143. 
2144. UT 2145. 
2146. | — 2147. 
2148. [V thzdr 2149. | 


ch? x 


| sh x dx. 


| eX dx 
chrz+shz” 
| sh? x dr. 

| cth?zr dx. 


j ch 
{sh 2xchzdr. 


CES 
| THE ° 
ex dz 
2150. [RE 


Fonctions rationnelles de x et Var +br+e 


Calculer les intégrales, 


dx 
2151*. à mm © 
| zVz+z+1 
dz 
21 3. Tr sm © 
; es 
2455. (VZzte 


z2 


2157. | _ 


(2r—3) Var 
2159. [V 33 dr. 


dx 
A6. | 


2192. 
2194. 


2156. 


21958. 


2160. 
2162. 


a — 
Ar rer 


| dr 
zV2+z— 7° ; 


| dx 
(z—1)Vz2+ 241 
| V2 1 dr. 


[VT-&—% d2. 


2163. Î = 


1+V +22 


2465, | _(277— 3x) dz 


VER 
2167. ( — 3 
V'a+4:+5 

2169. (7 —8r+5 à, 
V'z2—4:2—7 

2171. = 


zrè 


2164. ps 


322 — 57 
66. | à 
zi—z+1 
| e TP ————— 
Fe | V'z+2r +2 ” 
[ zt dx 
Dre 


(284 8224 3744) 224223 


+2 
2472. [VE a. 


2174. | En 


(x— 1) dr 
8. ET 


(42:43) Vz2+27+4 


Fonctions diverses 


Calculer les intégrales. 


2175. | Les 


1)2° 
2177. | zÿ/a+zdz. 
179. ( :Vi+z 
2 | V'i-z d 
181. |. 
In (+1) dr 
2183. eu 
2185. jæshrdz. 
2487. | as de 
37 nd 
2189. | ze dx 
2191. \ sin Vrdx 
dx 
DS. | — 7 
2194. { VOLS 


IV de 
2196. | VE —— + 


434 


z dr 
2170. | Te 


sa ME 
2190. Er 


dx 
2182. |. 


2178. | 


2184. | (x? + 3x + 5) cos 2x dx. 

2186. (arctg(1 +Vz)az. 
3 

2188. | ne 


2190. | (x — 21245) ed. 
2192. er à 
zS (z—1)? 


zé dr 
2195. | TE 


dz 
2197. | TES 


dz 
a2—b® cos® z 
(In z—1) dr 
In z É 


dr 
V'sin3zcossz 


2210. | here 


costr+siniz 


2206. | ze” cos x dr. 


2212 \v ter 2dr. 
2214 ve 
2246. | es : 

2218 | (EE D 

2220 \- Fr. 

2221 entende Re. 

2228. | 
2225 er 
= | REF : 
2229». | _—— | - 


2199. 
2201. 
2203. 
2205. 


2207. 
2209. 


2211. 
2213. 


2215. 


2217. 
2219. 


2222. 


2224. 
2226. 
2228. 
2230. 


| z\ dx 
xi5—1 
| dz 
1 Lcos? z° 
| zin({+2) dr. 
zlnz 
| Va dx. 
| ze** (zx? + 1) dr. 
| dx 
siné zcosÿz | 
[ dz 
J 1+sin z+cosz” 
| (z2—1) dx 
Va 
| zeX dz 


(+2) 
EEE de. 


dx. 


|: ni Z 


(1+2)$ 


dx 
VIFE+ex 
| sin x dx. 
z—8z +7 
À op dx 
(x + sin z) dr 
1+ cos z 


3 == . 
| esinx 22 z sinz } 
cos? z 


CHAPITRE VII 


MÉTHODES DE CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES. 
INTÉGRALES IMPROPRES 


$ 1. Méthodes de calcul exact des intégrales 


U sage immédiat de la formule 
de Newton-Leibniz 


Calculer les intégrales. 


Î —{ 
—— dx 
2231. [VT+z dx. 2232. | HÉST- 
0 - 2 
13 dr (4) ; 
2233. a 2234. 1 —— dy. 
VOX Jy3+1 7 
+ , 16 | 
: xt À à 
2235. sin (+ —p) dt. 2236. V3 VE 
x & LX F Jdz 
2237. Î —1Y dr. 2238. | (b>a>0). 
0 0 
| e 
z dx dr 
2239. Tr 2240. eric à 
€ 2 LT = 
1+Ligz e* 2-1 dr 
2241. ns 2242. 2 + 2243. | Var 
V3 
e dx F 3 dr 
2248. | ————. 2245. = 
| zVi+lhz (++) + 
H d ° d 
a OT L 
2246. | 2247. | — 
0 2 
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2248. 


2251. 


2253. 


2255. 


2257. 


RTS PAS 
ELA EL 
( dz { : 
| 2952. | coss zsin 2z dr. 
+ cos z 
se U 
k 


T 
| V'cosz—cosrdr. 2254. | sin? (x + pc) dx. 
EL 0 
7 
4 


| T- = 2256. [ etre ap 

x a 

2 1 LL 

| = dx 2258. | costsin (2— +) &. 
IL a 


x A 
Calculer les intégrales en les intégrant par parties. 


2259. 


2262. 


2264. 


2266. 


2269. 


intégrales 


x T 

1 Eu 7 
Î ze“ dr. 2260. | zcosz dr. 2961. | . 

0 0 ELA 

4 


x 2 
| xS sin x d£. 2263. | x log, x dx. 
0 1 
e—i a V7 3 gz 
z 
In (zx +1)dx. 2265. | Er 


out]: 


(14 a ridr. 2267. |e*coszdr. 2268. |Inrdz. 
(Ù | 


Etablir des formules de récurrence pour le calcul des 
x 


cos" x dret | sin" z dx (n est un entier positif ou nul} 
0 


CS —ptel À 


et calculer les intégrales: 


a) 


Otpto| à 


sin‘zdz; b) 


cos® x dx ; c) | sin‘ rdx. 


Sete] 4 
State] à 
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2270. Etablir une formule de récurrence pour le calcul de l’inté- 


grale | sin” x cos" x dx (m et n sont des entiers positifs ou nuls; 


étudier le cas particulier de valeurs paires et impaires de m et n). 
2271. Ecrire une formule de récurrence et calculer l’intégrale 


(4) 
| z'e” dx (n est un entier positif). 


—! 
2272. Démontrer la formule de récurrence 


HE Z 2n —3 dz 
| ({+z2)n 7 2(n—1)(1+ a co MEN TE 


(x est un entier positif) et l'appliquer au calcul de l'intégrale 
C dx 

| (+22) ° 

Ô 


e 


2273. Montrer que si Jn= | In®zrdr, alors Jm—=e—m). 
(m est un entier positif). 
1 
2274*, Calculer | xP ({—zx)dr (p et qg sont des entiers 


0 
positifs). 


Changement de variables dans l'intégrale 


définie 
Calculer les intégrales. 
9 | 
Vz 76. Ü Vds. 2277. | _ z& 
2975. dr. 22 | = 3 er 
dx C V' ex dz ê Ÿ/(z— 2)? dr 
278. EE 9970 LM. 00 Nr, 
< 1+V z J V'es+ex rs (z— 2}? 
. + 
2281*. | sins + dx. 2282*. | cos’ 2r dr. 
0 U 
2 dr LA V'1+z ‘ 
Le A 
2283. KE 2284. LE dx 
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| 2 ne 
2285. (| VIE ar. 2286. | VAL. 
1 1 
2 | 
2287. = 2288. | V(1— 72) dr. 
j HVr2—1 
14 ln? 
2289. | V1 dr. 2290. | VT—eF dr. 
0 {) 
a 3 
. dx dr 
2291. le 7 2292 | r- 
: (243) 
NE  9\3 
2293, | VE 
2,5 
1 
V3 2 V3 
2294. | # ___, 2295. (  — 
J C2+1Vz2+1 LL (z2— 2) 


1.3 
Problèmes divers 


2296. Calculer la valeur moyenne de la fonction y=Vr+—+ 


V'z 
dans l'intervalle [1, 4]. 
2297. Calculer la valeur moyenne de la fonction f (x) = HS 


dans l'intervalle [1 ; 1,5]. 
2298. Calculer la valeur moyenne des fonctions f (x) = sin z 
et f (x) = sin? (x) dans l'intervalle [0, x]. 
2299. Calculer la valeur moyenne de la fonction f (x) = 


dans l'intervalle [0, 2]. 

2300. Pour quelle valeur de a la valeur moyenne de la fonction 
y = In x dans l'intervalle [1, a] est-elle égale à la vitesse moyenne 
de variation de cette fonction dans l'intervalle mentionné? 


2 


Fri 


Calculer les intégrales. 


2 Æ 
dx V. z9 dr 
2301. ape 2302. | Er. 
0 
5 VE 
2303 ( HI 2304 {sas 
° V (+32) 
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2 +a 
dz z? dr 
. mL, 6. a 
de Vaivern 7 
1 V3 
2307. \V 2r+ adm. 2308. | 2SVT Er dr. 
0 ESS 
In5 Va 1 . : F 
2309. | VE gr. DO =. 
3 ex +3 51 EE 
EL E on: 
4 2 2 
2311. [Zn gr, 29102. | 5 __, 2313. ee 
cos$ z J 2cosz+3 1++ sin2z 
Î 16 
2314.  (aresin x} dr. 2315. (arctg VV z—1dr. 
a 
| 2 
(3x +2) dr sin x cos x dr 
286. | IE. ie | spin 


0 (2244741) 


___lab]dx 
cos? zx + b2sin?z 


PL 
2318. Montrer que E RE = où a et b sont 


des nombres réels bitraires non nuls. 


2319. Résoudre l'équation | pe 
TI Te — 


2320. Résoudre l'équation VE 


in 


2321. Etablir l'inégalité ER pour z>e et montrer 
n 


è dx 
9 
que re] = <1 
2322*. Montrer que 
1 
Ed dr 
— À LV, 2 ————_—__— « à 
5 0,5 <= ns 0,555. 
2323*. Montrer que 
0,5 
dx 1 
me) = <= 0523 (n>1) 
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2324. Utiliser l'inégalité sinzr>z—© valable pour x> 0 et 


l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski (cf. exercice 1638) pour évaluer 


l'intégrale ent sin x dx. 


na 


" dx 
2325*. Montrer que 0,78 < VIE 


2928. Déterminer les extrémums de la fonction J (x) — 
-| es dt dans l'intervalle { — 1, 1]. 

2327. Trouver le point d'extrémum et les points d’inflexion du 
graphe de la fonction y— Len 6-2 à. 


0 
Etablir les relations indiquées sans recourir au calcul des 
intégrales. 


x 
co 1 
2328. [| rsinrdr=0. 2329. [FE eg 0. 


1 
1 2 
2330. |ewmrdr=2 | emxaz. 2381. | cos x in TE dr 0. 
0 1 


1 
2332*. a) Montrer que si f(t) est une fonction impaire, alors 


Î 10 dt est une fonction paire, i.e. | fs) dt — | f (®) dt. 


b) | Î (#) dt est-elle une fonction impaire si f ({) est une fonction 


a 
paire ? 
2333*. Etablir l'égalité suivante 
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et 


2334. Démontrer l'identité 


2335. Démontrer l'identité 
sin? x cos? x 
arcsin V t dt + \ arccos Vid=—. 
0 0 
2336. Démontrer l'égalité 
1 1 
\ x" (1— zx)" dr = | x" (1Â— zx)" dx. 
0 0 
2337. Démontrer l'égalité 


f(x) dr = | f(a+b—7x) dx. 


Qu 
RC) © 


s|a 


— 


2338. Démontrer que | f(cosx) dr = | f (sin x) dx. 
0 


ot—atc|4 


ou] 4 


Appliquer le résultat obtenu au calcul des intégrales | cos xdz 
EL 
| sin? x dx. 
0 
à z 
2339*. Démontrer que | xf (sin x) di=+ | f (sin x) dr=+-2x 
0 0 


0 


X { stino dx=n | f (sin x) dx. 
0 
À 


ppliquer le résultat obtenu au calcul de l'intégrale 


1 + cos2 x 


Î zx sin z Le 


2340 *. Montrer que si f(x) est une fonction périodique de 
a+T 


période 7, alors | f (x) dx ne dépend pas de a. 
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2341 *. Sachant que la fonction f (x) est impaire dans l’inter- 
valle [—5 7] et possède une période égale à 7, montrer que 


| f (t) dt est également une fonction périodique de même période T. 


a 
1 


2342. Calculer l'intégrale | (1 — 2°)" dr, où n est un entier 


Ô 
positif par les procédés suivants: en développant l’intégrande suivant 
la formule du binôme de Newton et par la substitution x = sin œ. 
En comparant les résultats obtenus établir la formule suivante de 
sommation (C* étant les coefficients binomiaux): 

ic CR 2-4.6...2n 
7 M Dr 2n+HA41 1-35... (2n+L4) ° 
214 ne 


2343. L'intégrale 


J 5—3cosx 
0 


se calcule aisément moyennant la 


substitution t tgs=72 . On a en effet 
27 0 
z 
—<—— a = (. 
MR TTT 
Or, d’un autre côté, —3<—3cosr<+3 donc2<5—3cosx<8 
4 4 1 re 
et 37 5—3cos z 7 8° d'où 
fe >| B—3cœz ee >1+ az, 


2x 
et | — Dacus = rl . Trouver l'erreur commise dans ce raisonnement. 
0 


2344*. Soit 7, — | tg"zdz (n>1 et entier). Vérifier que 7, + 


ose 


1 1 1 
+ nez . Montrer que Gars << 
2345*. Démontrer l'égalité 


2346*. Montrer que 
nue 0. pour z<b, 


(00, £>0, b>œa> 0). 
co, pour x = b 


lim — 
@— 0] n 
œ À eRw2x? dz 


a 


$ 2. Méthodes approchées 


Dans les exercices 2347-2349 effectuer les calculs avec une préci- 
sion de 0,001. 
2347. L'’aire d'un quart de cercle de rayon l'unité est égale 
à 7 
gine des coordonnées et dont l'équation est x° + y* = 1, et si on 
calcule avec une intégrale l'aire du quart de ce cercle, on obtient 
1 
+= | Vi—zxdz, ie. n—4 
0 
Utiliser les règles des rectangles, des trapèzes et la règle de 
Simpson pour calculer approximativement le nombre x en partageant 
l'intervalle d'intégration {0, 1] en 10 parties. Comparer les résultats 
obtenus entre eux et avec ceux de la table donnant la valeur de x. 
i 


. D'un autre côté, si l’on prend le cercle unitaire centré à l’ori- 


V1— dx. 


ne 
D? 
0 
chée de x. Comparer les résultats obtenus avec les diverses règles 
en partageant l'intervalle d'intégration en 10 parties entre eux et 
avec ceux de l'exercice précédent. 
1 


2349. Calculer In 10 — E en utilisant la règle de Simpson 


2348. Sachant que | — trouver une valeur appro- 


1 
pour z — 40. Trouver le module de passage des logarithmes naturels 
aux décimaux. Comparer avec les données tabulaires. 

Dans les exercices 2350-2355 appliquer la formule de Simpson au 
calcul approché des intégrales qui ne peuvent pas être trouvées 
sous forme finie à l’aide de fonctions élémentaires. Le nombre n 
d’intervalles partiels est indiqué entre parenthèses. 


| 
2350. [VT—Sd (n— 10). 
2351. |VT+az (n—10). 
$ 
2352. |  (n—6). 
+ 
2358. | Vous pag (n = 10). 
2 
2354. | VT—OTsinpdp (n—6). 
ù 


144 


[a 


2355. | dr (n = 10). 
0 


2356. Appliquer la formule de Simpson au calcul de l'intégrale 
1,35 


f (x) dx, où la fonction f (x) est donnée par le tableau de valeurs 
1,05 
suivant : 


Z | 05 | 10 | 1,15 | 120) 1,25 1 1,35 


304 | 46 | ss | 4,60 


2357. Une droite est tangente au bord d’une rivière en À et B. 
Pour mesurer l’aire de la zone comprise entre la rivière et la droite AB 
on partage‘ AB par onze points équidistants de 5 m (donc AB = 60 m) 
à partir desquels on élève des perpendiculaires en direction de la 


Fig. 39 


rivière. Les longueurs de ces perpendiculaires sont respectivement 
égales à 3,28 ; 4,02 : 4,64 ; 5,26 ; 4,98 ; 3,62 ; 3,82 ; 4,68 : 5,26 ; 3,82; 
3,24 m. Calculer approximativement l'aire de la zone. 

2358. Calculer l'aire de la section transversale d’un bateau 
sachant que (fig. 39): 


A A1 = A14o = AoA4g = A34a=A4 445 = A54ç=A 547 = 0,4m, 
AB =3 m, 4,B, = 2,92 m, AoBa = 2,75 m, A3B3 = 2.52 m, 

À 4Ba = 2,30 m, 4,B% = 1,84 m, A,B4 = 0,92 m. 

2359. Pour évaluer le travail effectué par la vapeur d’eau dans 
le cylindre d’une machine on calcule l'aire du diagramme (fig. 40) 


exprimant la pression de la vapeur dans le cylindre en fonction de 
la course du piston. Les ordonnées des points des lignes À BC et ED 


10—01227 1445 


correspondant aux abscisses Zi, Zi, Ze, + - ., Z10 SOnt données par le 
tableau suivant: 


+ + + ee ee 


Ordonnées de la ligne ED 


Abscisses . . . . . . . . . . . . . Ze Z7 Zg T9 z10 
Ordonnées de la ligne ABC . . . . | 15,0 | 13,3 | 12,0 | 11,0 6,2 
Ordonnées de la ligne ED 1,0 5,7 


Utiliser la formule de Simpson pour calculer l’aire ABCDE. Les 
ordonnées sont exprimées en millimètres. OF = 88,7 mm (F est 
la projection commune des points C et D sur l’axe des abscisses). 


Fig. 40 


Dans les exercices 2360-2363 on se servira des méthodes de résolu- 
tion approchée des équations pour trouver les limites d'intégration. 

2360. Calculer l’aire de la figure comprise entre les arcs des 
paraboles y = 2° — 7 et y — —2r° + 3x et l’axe des ordonnées. 

2361. Calculer l'aire de la figure comprise entre la parabole 
y = 2° et la droite y = 7 (x + À). 

2362. Trouver l’aire de la figure comprise entre la parabole 
y = 16 — x° et la parabole semi-cubique y = — ÿ #2. 

._ 2363. Trouver l'aire de la figure comprise entre les courbes 
y = 4 — x et y = 7. 

2364. La fig. 41 représente le diagramme d'indicateur (simpli- 
fié) d’une machine à vapeur. Les dimensions sont données en mm. 
Calculer l’aire À BCDO sachant que l’équation de la courbe BC est 
puŸ = const (la courbe BC est appelée adiabate), ÿ = 1,3 et AB 
est parallèle à l’axe Ov. 
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2365. La fig. 42 représente le diagramme d’indicateur d’un 
moteur Diesel. Le segment AB correspond au processus de com- 
bustion du mélange, l’adiabate BC à l’expansion, le segment CD 


Fig. 41 


P 
AB 
C 
D 
A F V 
2 
Fig. 42 


à l'échappement et l’adiabate DA à la compression. L'équation de 


l’adiabate BC est 


pvu!3 = const, celle de l’adiabate AD est pu!®35 — 


— const. Calculer l'aire À BCD (les dimensions sont données en mm). 


$ 3. Intégrales impropres 


Intégralesaàalimitesinfinies 


Calculer les intégrales impropres (le cas échéant, établir leur 


divergence). 


ë 
S 


39 eu, 9 


ù 
Sc 
g "13 © 
à | 10 
is] 
+le 
IN 


2379. 


Cp eg 8 
: R 
|| © 
à 
+ 
R 
ts 


e “dx (a>0). 


2376. 


2379. 


Se 9 O1 g Ce, ÿ 
R 
$ 
ñ 
t 
er 
a 


8 


2371. | = 24 
Û 42 
2 
374. | — = 
2377. | z8e-x° dr. 


2380. 


e"* sin zdx. 


Ou 9 ct 8 Ses 


10* 147 


Intégrales de fonctions à discontinuités infinies 
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2381. [e-*cosbzar. 2382. | IE£dr. 2383. | © 
0 1 0 
dx Û V'z 
2384. | 235. | dr dx. 
Etablir la convergence des intégrales. 
Û xd +1 zi3 
2386. [= dr. 2387. dr. 2888. | 
2389. [eee ED dr. 2390. | Vre* az. 
0 
2391. (yesse Ed. 2392. (—#—. 2393. ee 
Le * æ(ln de 


Calculer les intégrales impropres (ou établir leur divergence). 


2394. 


2397. 


2400. 


2402. 


2404. 


2406. 


2409. 


R 
Se 
Les | 
à 

e 


V (x —a) (b—x) 


[ dx Î zdr 
2395. 2396. 
2—4 3 == 
< Z + V'z 1 
Lu 
C dr C dzr 
2398. | es 2399. | —Æ 
0 1 
F d 
A 
"à b). 
2401. me — («<b 
b). 2403. | — 7 
9) da VE —3 (5—72) 
1 
SL 
4 
2407. | 2H Gr. 2408. | <= 
D 73 Ÿ zS 
1 1. 
À La 
2410. | dr. 241. | ar. 
4 0 


Etudier la convergence des intégrales. 


1 _ 1 1 
9 V'z x° dr dx 
2412. = de. 2413. 2414. VE 
2415. | = 246. | € 2417 finsine j, 
À Sin x _4 ji eX — COS T : Vz 


Problèmes divers 


2418. Une fonction j (x) est continue dans l'intervalle [a, ol 
et tend vers À = 0 lorsque x —> co. Etudier la convergence de l’inté- 


grale | Î (x) dz. 


2419. Pour quelles valeurs de k l'intégrale | 2h RE qz est-elle 


convergente ? 
2420. Pour quelles valeurs de À convergent les intégrales 


dz 
zh lnz 


dx 9 
z(Inz}À 


et 


19 = 9 
LS 3 ÿ 


2421. Pour quelles valeurs de À converge l'intégrale 


dz 
a — 9 
| (b— zx} En 


2422. Peut-on trouver un À tel que l'intégrale E dx soit 
0 


convergente ? 


2423. Pour quelles valeurs de Æ et de t l'intégrale | dx 
0 


1+ xt 
est-elle convergente ? 
2424. Pour quelles valeurs de m converge l'intégrale 


EL 
| 2 ET dx ? 
A z 
0 
ps 
2425. Pour quelles valeurs de 4 l’intégrale \ _— converge-t-elle ? 
0 Sin" z 
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Calculer les intégrales impropres. 
co de 1 14 347 
97%  — 
2426. — 2427%. ; In EE - 
e arctg (z—1) dz Û dr 
2428. EE 2429. LD Er ( est un 
positif). 
2430. | z'eaz (x est un entier positif). 
0 
2431. | zntie-* dx (n est un entier positif). 
0 
1 
2432. | (In x)" dx (z est un entier positif). 
0 
1 
2433+*. [= pour m>>0: a) pair; b) impair. 
; V 1-22 
(4 — 2) 
2434*. ZI Gr (7 est un entier positif). 
7= positif) 
C dz 
2435. PT ILE (0<a<2n) 
a dz x? dx ñ 
2436*. Montrer que == | a VS 
2437*. Montrer que EE dr = 0 
2438. Calculer l'intégrale EE — —— dx. 
HV 


entier 


Dans les exercices ci-après calculer les intégrales à l'aide des 


formules 
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e-*? dx = LE 


(intégrale de Poisson), 


dx=+ (intégrale de Dirichlet). 


2439. 


ax ex 
er dr (a>0). 2440. V= dx. 


Ou ÿ 


IAA CA | 2e-* dr. 
0 


2442. | ze” dr (n est un entier positif). 
0 


2443. | SE d7. 2444. | SE dr. 
0 {l 
2445. | SERRE gr (a>0, b>0). 


=) 


24A6%. | SÈE ar. 2AUT*. | SE dr. 248%. | SE dr. 
0 0 0 
x 


2449%, Soit q(r) = — À In cos y dy. (Cette intégrale porte le nom 


0 
d'intégrale de Lobatchevski.) Démontrer la relation 
F1 LT T 2Z 
Appliquer cette relation au calcul de l'intégrale 


In cos y dy 


TE 


(F)=- 


(Euler fut le premier à la calculer). 
Calculer les intégrales. 


0 


US 
T 


+ 
2450. | Insin zz. 2451. | zinsin raz. 2452. 
0 


_t4|n 


x cte x dx. 


© 
© 


{ 1 
253%, | Asins je 0454, | Insdz 
z V1 — T2 


CHAPITRE VIII 


APPLICATIONS DE L’INTÉGRALE 


$ 1. Quelques problèmes de géométrie et de statique 
Aire d'une figure 


2455. Calculer l'aire limitée par les courbes d'équations y° — 
= 22+4 et z—y—1—-O. 

2456. Calculer l’aire comprise entre la parabole y — —2* + 4r— 
— 3 et ses tangentes aux points (0; —3) et (3; O). 

2457. Calculer l'aire comprise entre la parabole y° — 2p4 et la 
normale qui fait un angle de 135° avec l'axe des abscisses. 

2458. Calculer l'aire comprise entre les paraboles y = x° et 
y =V x. 

2459. Calculer l’aire comprise entre les paraboles y° + 8x = 16 
et y? — 24r — 46. 

2460. Calculer l’aire limitée par les paraboles y — z* et y — x/3. 

2461. Le cercle z° + y* — 8 est partagé en deux régions par la 
parabole y = 1*/2. Calculer l'aire de chacune d'elles. 

2462. Trouver l'aire des figures découpées par la parabole y* — 
= 6x sur le cercle 2° + y* —= 16 

2463. Dans un cercle de rayon a on découpe une ellipse dont le 
grand axe est confondu avec un diamètre, et le petit, égal à 26. 
Montrer que l’aire de la partie restante est égale à celle d'une ellipse 
de demi-axes a et a — b.' 

2464. Calculer l’aire comprise entre un arc d’hyperbole et la 
corde qui passe par le foyer et est perpendiculaire à l’axe réel. 

2465. Le cercle 4 + y° = a° est partagé en trois régions par 
l'hyperbole zx° — 2y? — a*/4. Calculer l'aire de chacune de ces 
régions. 

2466. Calculer l'aire des figures curvilignes engendrées par l'in- 


tersection de l’ellipse = + y = 1 et de l’hyperbole — —ÿ = 1. 


2467. Calculer l'aire comprise entre la courbe y — = et la 
parabole y = _ ; 


2468. Calculer l'aire comprise entre la courbe y = x (x — 1)° 
et l’axe des abscisses. 
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2469. Calculer l'aire comprise entre l’axe des ordonnées et la 
courbe x = y° (y — 1). 

2470. Calculer l'aire limitée dans le premier quadrant par les 
courbes y” = x" et y" = x”, où m et nr sont des entiers positifs. 
Traiter le cas de l’aire de toute la figure en fonction de la parité des 
nombres m et n. 

2471. a) Calculer l'aire du trapèze curviligne limité par l’axe 
des abscisses et la courbe y=x— 2 Vz. 

b) Calculer l'aire comprise entre les deux branches de la courbe 
y — x) = 2° et la droite x = 4. 

2472. Calculer l'aire limitée par la courbe (y — x — 2} — 9x 
et les axes de coordonnées. 

2473. Calculer l'aire d'une boucle de courbe y* — x (r — 1}*. 

2474. Calculer l’aire limitée par la courbe fermée y* = (1 — r“)*. 

2475. Calculer l’aire limitée par la courbe fermée y° — 2° — r*. 

2476. Calculer l’aire limitée par la courbe fermée x! — ax* + 
+ a°y° = (. 

2477. Calculer l'aire de la région finie de la figure comprise 
entre la courbe x°y° — 4 (x — 1) et la droite passant par ses points 
d’'inflexion. 

2478. Calculer l’aire comprise entre les courbes y = e*, y = e* 
et la droite x = 1. 

2479. Calculer l'aire du trapèze curviligne limité par la courbe 

— (1° + 2x) e"* et l’axe des abscisses. 

2480. Calculer l'aire du trapèze curviligne limité par la courbe 
y = 6e * (2° + 3x + 1) + e°, l'axe des Oz et les deux droites paral- 
léles , l’axe Oy qui passent par les points d’extrémum de la fonc- 
tion y. 
2481. Calculer l’aire de la partie finie de la figure limitée par 
les courbes y — 2r°e* et y = —xe*. 

2482. a) Calculer l’aire du trapèze curviligne de base [a, b] 
limité par la courbe y = In x. 

b) Calculer l’aire limitée par la courbe y = In x, l’axe des ordon- 
nées et les droites y = In a et y = In b. 

2483. Calculer l’aire limitée par les courbes y = In zxet y = In° x. 

2484. Calculer l’aire limitée par les courbes 

y — 2= et y—=zxinz. | 

2485. Calculer l'aire de l’un des triangles curvilignes limités 
par l’axe des abscisses et les courbes y — sin x et y = cos x. 

2486. Calculer l'aire du triangle curviligne limité par l'axe 
des ordonnées et les courbes y = tg x et y = 2/3 cos x. 

2487. Calculer l'aire de la figure limitée par la courbe y — 
— sin x + cos* x et le segment joignant deux points d’intersection 
consécutifs de cette courbe avec l’axe des abscisses. 

2488. Calculer l’aire limitée par l’axe des abscisses et les courbes 
y = arcsin z et y — arccos x. 
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2489. Calculer l’aire limitée par la courbe fermée (y — arcsin x)? — 
= ZL— L*. 4 

2490. Calculer l’aire limitée par une arche de la cycloïde x — 
— a (t — sint), y = a (1 — cost) et l’axe des abscisses. 

2491. Calculer l’aire limitée par l’astroïde x = a cost, y — 
= a sin° £. 

2492. Calculer l'aire limitée par la cardioïde x = 2a cos { — 
— a cos 2t, y = 2a sin { — a sin 21. 

2493. Calculer l'aire limitée par: 1) l'épicycloïde 


z=(R+r)cost—rcos a lt, y—=(R+r)sint—rsin is L: 


r 


2) l'hypocycloïde 


z=(R—r)cost—+r cos ions 


I t, y—=(R—r)sint—rsin t, 


où R = nr (n est un entier), À est le rayon du cercle fixe, r celui 
du cercle mobile. Le centre du cercle fixe est confondu avec l'origine 
des coordonnées, { représente l'angle de rotation du rayon À qui 
aboutit au point de contact de la tangente. 

2494. Calculer l'aire de la boucle de la courbe: 


D z=3,y=—Û; 2)z=f—-1,y= 8 — 1. 


2495. a) Calculer l’aire balayée par le rayon polaire de la spirale 
d’Archimède p = aq pendant une rotation si le mouvement commence 
lorsque @ = 0. 

b) Calculer l’aire limitée par la deuxième et la troisième spire 
de la spirale et le segment d’axe polaire. 

2496. Calculer l’aire limitée par les courbes p = a sin 2 (rose 
à deux branches). 

2497. Calculer l'aire limitée par la courbe p = a cos 5. 

2498. Calculer l'aire limitée par le limaçon de Pascal p = 
= 2a (2 + cos y). 

2499. Calculer l'aire limitée par la courbe p = atg @ (a > 0) 
et la droite q = x/4. 

2500. Calculer l'aire de la partie commune des figures limitées 
par les courbes p = 3 + cos 4@ et p = 2 — cos 4Œ. 

2501. Calculer l'aire limitée par la courbe p = 2 + cos 2. 
extérieure à la courbe p = 2 + sin . 

2502. Calculer l'aire limitée par la courbe p° = a° cos nœ (n est 
un entier positif). 

2503. Montrer que l'aire limitée par deux rayons polaires quel- 
conques de la spirale hyperbolique p@ = a et son arc est proportion- 
nelle à la différence de ces rayons. 

2504. Montrer que l'aire limitée par deux rayons polaires quel- 
conques de la spirale logarithmique p — ae"® et son arc est pro- 
portionnelle à la différence des carrés de ces rayons. 
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2505 *. Calculer l’aire comprise entre les parties extérieure et 
intérieure de la courbe p = a sin + : 
2506. Calculer l'aire limitée par la courbe 


p=V it, œ= arcsint+Y 1 —#. 


Dans les exercices 2507-2511 passer aux coordonnées polaires. 

2507. Calculer l'aire limitée par la lemniscate de Bernoulli 
(x? + y) = a (2? — y?). 

2508. Calculer l’aire de la lemniscate de Bernoulli (cf. exerci- 
ce 2507) contenue à l’intérieur du cercle x° + y* = a°/2. 

2509. Calculer l'aire limitée par la courbe (1° + y°)° — a°x* — 
— by = 0. 

2510. Calculer l'aire limitée par la courbe 

(2° + y°)° = 4azy (2° — y°). 


2511. Calculer l'aire limitée par la courbe zx° + y — 2° + y*. 


2512. Calculer l’aire limitée par la courbe y — 
asymptote. 


__ et son 
1+ 72 


x° 


2513. Calculer l'aire comprise entre la courbe y=zxre ©? et son 
asymptote. 

2514. Calculer l'aire comprise entre la cissoïde y? = 
asymptote. 

2515. Calculer l'aire comprise entre la courbe xy° = 8 — 4x 
et son asymptote. 

2516 *. 1) Calculer l'aire limitée par la courbe y = z2°e-*° et son 
asymptote. 

2) Calculer l'aire limitée par la courbe y° = ze -**. 

2517. Calculer l'aire comprise entre la tractrice zx — 


= 4 (cos t+in gs); y = a sin { et l’axe des abscisses. 


et son 


2$ 
2a— zx 


sus cos 2m 
2518. On considère la courbe p — oo 


boucle et l'aire comprise entre cette courbe et son asymptote. 


. Calculer l’aire d’une 


Longueur d'une courbe *) 


2519. Calculer la longueur de la chaînette y—a ch + (de T, = 
— 0 à Lo — b). 

2520. Calculer la longueur de l'arc de parabole y* — 2px du 
sommet au point A1 (x, y). (Prendre y pour variable indépendante.) 


*) Dans les problèmes de calcul des arcs, l'intervalle de variation de la 
variable indépendante, correspondant à l’arc sous-tendu, est indiqué entre 
parenthèses là où cela est nécessaire. 
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2521. Calculer la longueur de l'arc de la courbe y = In x (de 


nm =V3 à x = V8). 
2522. Calculer la longueur de l’arc de la courbe y = In (1 — z°) 
(de x, — 0 à x, — 1/2). 


2523. Calculer la longueur de l’arc de la courbe y — In = + 


(de x, = a à xs = b). 

2524. Calculer la longueur de l’arc de la parabole semi-cubique 
y® = 2/3 (x — 1)* comprise à l'intérieur de la parabole y? — x/3. 

2525. Calculer la longueur de l'arc de la parabole semi-cubique 
Sy — zx° comprise à l’intérieur du cercle z° + y° = G. 

2526. Calculer la longueur d’une boucle A la courbe Jay* — 
— x (x — 3a)°. 

2527. Calculer le périmètre de l’un des triangles curvilignes 
limités par l’axe des abscisses et les courbes y = In cos x et y — 
= ]n sin zx. 

2528. Calculer la longueur de l'arc de la courbe z — — : 
compris entre son point le plus bas et son sommet (i.e. le point de 
courbure maximale). 

2529. Calculer la longueur de la courbe y = Wz — x? + 
+ arcsin V x. 

2530. Calculer la longueur de la couFae (y — arcsin x)° — 
= 1 — 3°. 

2531. Trouver le point de la cycloïide x =a(t — sint), y = 
= a ({ — cost) qui partage le premier arc dans le rapport 1/3. 

2532. Soient les points À (R, 0) et B (0, R) de l’astroïde x — 


= =_À cos 4, y = R sin° {. Trouver sur l’arc AB un point M tel que 


AM 4/2. 
AB 


eits 


2533*. Calculer la longueur de la courbe (=) 


2534. Calculer la longueur de la courbe zx = acost, y — 
= a sin° {. 
2535. Calculer la longueur de l'arc de la tractrice 


2=û (cost+ In tg +) , ÿy=asint 
depuis le point (0, a) jusqu’au point (zx, y). 
2536. Calculer la longueur de l’arc de la développante du cercle 
zx = R(cost+tsint), y = R(sint—tcost) 


(entre #4, = O et #4, = x). 
2537. Calculer la longueur de l’arc de la courbe 


x = ( —2)sint + 2tcost, y — (2 —t*) cost + 2tsint 
(de 4h =0 à ti: = x). 
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2538. Calculer la longueur de la boucle de la courbe x = f*, 


t 
y—=i——z. 


2539. Deux cercles (C,) et (C:) de rayon b roulent sans glisser 
avec une même vitesse angulaire sur une circonférence (C) de rayon a, 
le premier à l’intérieur, le second à l'extérieur. A l'instant { = 0 
les points M, de (C:), M, de (C.) et M de (C) sont confondus. Montrer 
que le rapport des espaces parcourus par les points M, et M, dans un 
intervalle de temps arbitraire £{ est constant et égal à _ 
problème 2493). 


2540. Montrer que la longueur de l’arc de la courbe 


x = f” (t) cos t + f’ (t)sint, = —f" (t) sin t + f’ (tb) cost, 


(voir 


correspondant à l'intervalle J£,, t.{, est égale à [{f (4) + f” (t)] hs ; 


2541. Comparer le résultat du calcul précédent au calcul de la 
longueur de l'arc de la courbe zx = et(cost + sint), y — 
— et (cos t — sint), depuis {4 — 0 jusqu'à £, — t. 

2542. Montrer que les arcs des courbes 


z=f()—p (4), y=q(t+f (0) 
et 
x = f'(t)sint—œ(t)cost, y = f (t) cos t + y’ (t)sint, 


correspondant à un même intervalle de variation du paramètre t 
sont d'égale longueur. 

2543. Calculer la longueur de la première spire de la spirale 
d’Archimède p = ay. 

2544. Montrer que l’arc de parabole y = 5 correspondant 


à l'intervalle 0 <x<a, est de même longueur que l'arc de spirale 
p = py, correspondant à l'intervalle 0<p <a. 

2545. Calculer la longueur de l'arc de spirale hyperbolique 
po = 1 (entre p, — 3/4 et p: = 4/3). 

2546. Calculer la longueur de la cardioïde p = a (1 + cos ®). 


2547. Calculer la longueur de la courbe p = a sin (cf. exer- 
cice 2505). 

2548. Montrer que la longueur de la courbe p = a sin" À 
(m est un entier) est commensurable avec a pour m pair et avec 
la longueur d’une circonférence de rayon a pour m impair. 

2549. Pour quelles valeurs de l’exposant Æ (4 =£ 0) la longueur 
de l’arc de la courbe y = ax“ s’exprime-t-elle au moyen de fonctions 
élémentaires? (Utiliser le théorème de Tchébychev sur les conditions 
d'intégrabilité sous forme finie de la différentielle binôme). 
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2550. Calculer la longueur de la courbe d'équation 
— | V cos x dr. 
CL 
2551. Calculer la longueur de l'arc de la courbe 


t t 
OS 7 sin z 
I 1 


= z 


depuis l'origine des coordonnées jusqu’au plus proche point de con- 
tact d'une tangente verticale. 

2552. Montrer que la longueur d’un arc de courbe de la sinu- 
soïde y — sin x correspondant à une période est égale à la longueur 
de l'ellipse de demi-axes V2 et 1. 

2553. Montrer que la longueur de l’arc de cycloïde « raccourcie » 
ou « allongée» x = mt —nsint, y—=m—ncost (m et n sont 
des nombres positifs) depuis #4, = 0 jusqu'à £, — 2x est égale à la 
longueur de l’ellipse de demi-axes a=m<+n, b=|m—n|. 

2554 *. Montrer que la longueur de l’ellipse de demi-axes a et b 
vérifie la double inégalité n (a + b) < L << nxV2-V a° + b° (pro- 
blème de I. Bernoulli). 


Volume d'un corps 


2555. Calculer le volume d’un corps limité par la surface de 
révolution de la parabole y? — 4x autour de son propre axe (para- 
boloïde de révolution) et le plan perpendiculaire à cet axe et situé 
à une distance égale à l'unité du sommet de la parabole. 

2556. Une ellipse de grand axe 2a et de petit axe 2b tourne a) 
autour de son grand axe, 2) autour de son petit axe. Trouver le volu- 
me des ellipsoides de révolution obtenus. Etudier le cas particulier 
du volume de la sphère. 

2557. Calculer le volume engendré par la révolution d'un segment 
parabolique symétrique de base a et de hauteur = autour de sa base 
(« citron » de Cavalieri). 

2558. Trouver le volume engendré par la révolution autour de 
l'axe des abscisses de la figure limitée par l’hyperbole 2° — y* = a° 
et la droite x = a + h (h >> O0). 

2559. Déterminer le volume engendré par la révolution du 
trapèze curviligne limité par la courbe y = ze” et les droites x = 1 
et y = Ô autour de l’axe des abscisses. 

2560. En tournant autour de l’axe des abscisses la chaïnette 
y = ch x engendre une surface appelée caténoïde. Trouver le volume 
limité par la caténoïde et les deux plans perpendiculaires à l'axe 
des abscisses aux points d’abscisses a et b. 
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2561. Trouver le volume engendré par la révolution de la figure 
limitée par les arcs de parabole y = 1° et y* — x autour de l’axe 
des abscisses. 

2562. Trouver le volume engendré par la révolution autour de 
l'axe des abscisses du trapèze situé au-dessus de l’axe Oz et limité 
par la courbe (x — 4) y? = x (x — 3). 

2563. Trouver le volume engendré par la révolution autour de 
l'axe Ox du trapèze curviligne de base {0, 1] limité par la courbe 
y = arcsin zx. 

2564. Trouver le volume engendré par la révolution autour de 
l'axe des ordonnées de la figure limitée par la parabole y — 2x — r° 
et l’axe des abscisses. 

2565. Déterminer le volume engendré par la révolution autour 
de l’axe des ordonnées du trapèze curviligne limité par l'arc de 
sinusoïde y = sin x correspondant à une demi-période. 

2566. Trouver le volume engendré par la révolution autour de 
l'axe des abscisses de la lemniscate (2° + y*}® = a° (x° — y*). 

2567. Trouver le volume engendré par la révolution autour de 
l'axe des abscisses des courbes: 1) 2f#t y = a°x°; 2) mt + y = 2. 

2568. Trouver le volume engendré par la révolution d’une 
arche de la cycloïde zx = a (t — sin t), y = a (1 — cost) autour de 
sa base. 

2569. Trouver le volume engendré par la révolution de l'aire 
limitée par une arche de cycloïde (cf. exercice précédent) et sa base 
autour de la médiatrice de sa base (axe de symétrie). 

2970. Trouver le volume engendré par la révolution de l’astroïde 
x y3= a autour de son axe de symétrie. 

2571. Trouver le volume engendré par la révolution autour de 


| . Dee c? 
l'axe des abscisses de l'aire limitée par l’arc de courbe z — = cos* t, 


y = — sin® { (développée de l’ellipse) contenue dans le premier 
quadrant et les axes de coordonnées. 

2572. Trouver le volume engendré par la révolution de la courbe 
y = = autour de son asymptote (fuseau infini). 

2573. Trouver le volume engendré par la révolution de la courbe 
y® — 2exe-* autour de son asymptote. 

2574*. 1) Trouver le volume engendré par la révolution autour 
de l’axe des ordonnées de l'aire limitée par la courbe y = e* et son 


asymptote. 2) Même question pour la révolution autour de l’axe des 
abscisses. 

2575*. Trouver le volume engendré par la révolution de l'aire 
limitée par la courbe y = r*e* autour de son asymptote. 

2576*. Trouver le volume engendré par la révolution autour 


; ; “eue SiD Z 
de l’axe des abscisses de l'aire limitée par la courbe y — ZT et 
l'axe des abscisses. 
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2577*. Trouver le volume engendré par la révolution de la cissoïde 
a x 
es (a >> 0) autour de son asymptote. 
2578. Trouver le volume engendré par la révolution de la tractrice 
T=a (cos t+Intg 5): y = asin£t autour de son asymptote. 


2579*. Trouver le volume limité par l’ellipsoïde hrs 
+51. 

2580. Trouver le volume limité par le paraboloïde elliptique 
= + et le plan 3—1. 

2) Trouver le volume limite par l'hyperboloïde à une nappe 
L+h-z1 et les plans 2=— —1 et :—2. 


2581. Trouver les volumes limités par le paraboloïde z — 2°? + 2y° 
et l’ellipsoïde z° + 2y° + z? = 6 

2582. Trouver les volumes limites par l’ 23 perboloïde à deux 
nappes ST et l’ellipsoide + + — T —= À. 

2583. Trouver le volume limité par la tee conique (:—2)?2=— 
=i + et le plan :=0. 

2584. Trouver le volume limité par le paraboloïde 2e + 
et le cône +. 


2585*. Trouver le volume limité par l'intersection d'un cylindre 
par un plan passant par le diamètre de la base (« segment cylindri- 
que », fig. 43). Poser en particulier R = 10 cm et H = 6 cm. 


Fig. 43 


2586. Un cylindre parabolique est coupé par deux plans dont 
l'un est perpendiculaire à la génératrice comme l'indique la fig. 44. 
La base commune des segments paraboliques est a — 10 cm, la 
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hauteur du segment parabolique servant de base est H — 8 cm, 
la hauteur du corps est k — 6 cm. Trouver le volume du 
corps. 

2587. Un cylindre dont la base a la forme d’une ellipse 
est coupé par un plan oblique passant par le petit axe de 
l'ellipse. 

Trouver le volume du corps engendré. Les dimensions sont 
indiquées sur la fig. 45. 

2588*. Sur toutes les cordes d'un cercle de rayon R, parallèles 
à une direction donnée, on construit des segments paraboliques 


a=]0cm La 


Fig. 45 


symétriques de hauteur constante FH. Les plans des segments sont 
perpendiculaires au plan du cercle. Trouver le volume du corps 
engendré. 

2589*. Un cône droit de base circulaire de rayon R et de hau- 
teur À est coupé en deux parties par un plan passant par le centre 
de la base et parallèle à la génératrice (fig. 46). Trouver les volumes 
des deux parties du cône. (Les sections du cône par les plans paral- 
lèles à la génératrice sont des segments paraboliques). 

2590. Le centre d'un carré de dimension variable se déplace 
le long d’un diamètre d'un cercle de rayon a de telle sorte que le 
plan du carré reste perpendiculaire à celui du cercle et deux sommets 
opposés du carré décrivent la circonférence de ce cercle. Trouver 
le volume du corps engendré. 

2591. Un cercle de rayon variable se déplace de telle sorte qu'un 
de ses points parcourt l'axe des abscisses, son centre décrit la 
circonférence 2° + y? = r* et le plan qui le contient est perpen- 
diculaire à l'axe des abscisses. Trouver le volume du corps 
engendré. 

2592. Les axes de deux cylindres égaux se coupent à angle droit. 
Trouver le volume de leur intersection (sur la fig. 47 est représentée 
la huitième partie du corps). (Examiner les sections engendrées par 
des plans parallèles aux axes des deux cylindres.) 
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2593. Deux cylindres obliques possèdent une même hauteur 
et une base supérieure commune de rayon À, quant à leurs bases 
inférieures, elles sont tangentes (fig. 48). Trouver le volume de 
l'intersection de ces cylindres. 


Fig. 47 


Aire d'une surface de révolution 


2594. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution 
de la parabole y* = 4ax autour de l’axe des abscisses depuis le 
sommet jusqu’au point d'abscisse x = 3a. 

2595. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution 
de la parabole cubique 3y — x° — 0 autour de l’axe des abscisses 
(entre x, = O et x, = a). 

2596. Trouver l’aire de la caténoïde (surface engendrée par la 
révolution de la chaînette y = a ch = autour de l’axe des abscisses) 


(entre x, = O et x, = a). 
2597. Trouver les aires des surfaces engendrées par la révolution 


de l’ellipse = = autour du grand axe (ellipsoïde allongé) 


et autour du petit axe (ellipsoïde raccourci). 

2598. Trouver l'aire de la surface fusiforme engendrée par la 
révolution autour de l’axe des abscisses d’une arche de sinusoïde 
y = sin x. 

2599. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution 
de la tangensoïde y = tg x autour de l’axe des abscisses entre les 
points (0,0) et (x/4, 1). 

2600. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution 
de la boucle de la courbe 9ay* = x (3a — x)° autour de l’axe des 
abscisses. 

2601. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution 
de l’arc de cercle z° + y* — a*° situé dans le premier quadrant autour 
de la corde qui le sous-tend. 
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2602. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution 
autour de l’axe des abscisses de l’arc de la courbe x = e! sin é, 


y = et cos t entre les points {, = 0 et £, — S.. 


2603. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution 
autour de l’axe des abscisses de l’astroïde x = a cos ?, y — a sin é. 

2604. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution 
d’un arc de cycloïde autour de son axe de symétrie (cf. exercice 2568). 

2605. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution 
de la cardioïde p — a (1 + cos œ) autour de l’axe polaire. 

2606. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution 
du cercle p — 2r sin q@ autour de l'axe polaire. 

2607. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution 
de la lemniscate p* — a° cos 2 autour de l’axe polaire. 

2608. Trouver l'aire de la surface engendrée par la révolution 
de l’arc infini de la courbe y = e"* correspondant aux valeurs posi- 
tives de x autour de l’axe des abscisses. 

2609. Trouver l'aire de la surface infinie engendrée par la révolu- 


tion de la tractrice x — a( cos t+ Intg +) , y —= asin{ autour de 
l'axe des abscisses. 


Moments et centre de gravité*) 


2610. Trouver le moment statique d’un rectangle de base a et 
de hauteur À par rapport à sa base. 

2611. Trouver le moment statique d’un triangle rectangle isocèle 
de côté a par rapport à chacun de ses 
côtes. 

2612. Démontrer la formule suivante 


b b 
| (ax + b) f(x) dr = (aë + b) | f(x) dx, | 


où & est l’abscisse du centre de gravité 
du trapèze curviligne de base [a, b] limité 
par la courbe y = f (x). 

2613. Trouver le centre de gravité  : 
d'un segment parabolique symétrique Fig. 49 
de base a et de hauteur . 

2614. Un rectangle de côtés a et b est divisé en deux régions par 
un arc de parabole dont le sommet se confond avec l’un des sommets 
du rectangle et qui passe par le sommet opposé (fig. 49). Trouver 
le centre de gravité des deux parties S, et S, du rectangle. | 

2615. Trouver les coordonnées du centre de gravité du demi- 


cercle y = V r? — 2. 


| *) Dans tous les problèmes de ce chapitre (2610-2662) la densité est égale à 
unité. 
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2616. Trouver les coordonnées du centre de gravité du demi- 
cercle limité par l’axe des abscisses et le demi-cercle y = Vr° — 2°. 

2617. Trouver le centre de gravité d’un arc de cercle de rayon R 
intercepté par un angle au centre «. 

2618. Trouver les coordonnées du centre de gravité de la figure 
limitée par les axes de coordonnées et la parabole V z + V y = Va. 

2619. Trouver les coordonnées du centre de gravité de la figure 


e C2 # Cd e ua = 
limitée par les axes de coordonnées et l'arc d’ellipse e LÉ = 1 


dl 


contenu dans le premier quadrant. 
2620. Trouver le moment statique de l’arc d’ellipse np 1 


contenu dans le premier quadrant par rapport à l’axe des abscisses. 
2621. Trouver les coordonnées du centre de gravité de la figure 
limitée par l'arc de sinusoïde y = sin x et le segment de l'axe des 
abscisses compris entre x, = 0 et zx: = nr. 
Dans les exercices 2622-2624 trouver le moment statique des 


figures limitées par les courbes données par rapport à l’axe des 
abscisses. 


2622. y — et y—1*. 


2 
1+ 7° 
2623. y—=sinzx et ps (pour un segment). 


2624. y—12 et y—V rx. 
2625. Trouver les coordonnées du centre de gravité de la figure 


limitée par la courbe fermée y° = azx° — x. 
2626. Trouver les cRoRICR eee du centre de gravité de l'arc de 


la chaînette y = a ch - — compris entre les points d’abscisses x, — 


= —@a et zx, = 4. 

2627. Montrer que le moment statique d’un arc arbitraire de 
parabole par rapport à l’axe de cette parabole est proportionnel à la 
différence des rayons de courbure aux extrémités de cet arc. Le coef- 
ficient de proportionnalité est égal à p/3, où p est le paramètre de la 
parabole. 

2628. Trouver les coordonnées du centre de gravité du premier 
arc de la cycloïde x =a(t —sint), y = a (1 — cost). 

2629. Trouver les coordonnées du centre de gravité de la figure 
limitée par le premier arc de cycloïde et l’axe des abscisses. 

2630. Trouver les coordonnées du centre de gravité de l’arc 
de l’astroïde x = a cos* t, y = a sin {, compris dans le premier 
quadrant. 

2631. Trouver les coordonnées du centre de gravité de la figure 
limitée par les axes de coordonnées et l'arc de l’astroïde (dans le 
premier quadrant). 

2632. Montrer que l’abscisse et l’ordonnée du centre de gravité 
du secteur limité par deux rayons polaires et la courbe d'équation 
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p — pp) (en coordonnées polaires) ont pour expressions: 


q2 
[ e$ cos ç dp Foacan 
_ = _ 2e: 
1773 w RE Er ; 
| p° dy | 6° 
gi qi 


2633. Trouver les coordonnées cartésiennes du centre de gravité 
du secteur limité par la demi-spire de la spirale d’Archimède p = a 
(comprise entre , = O0 et q: = x). 

2634. Trouver le centre de gravité du secteur de cercle de rayon R 
d'angle au centre 2«. 

2635. Trouver les coordonnées cartésiennes du centre de gravité 
de la figure limitée par la cardioïde p = a (1 + cos ). 

2636. Trouver les coordonnées cartésiennes du centre de gravité 
de la figure limitée par la boucle de droite de la lemniscate de 
Bernoulli p* = a* cos 2. 

2637. Montrer que les coordonnées cartésiennes du centre de 
gravité de l'arc de la courbe d'équation p = p (q) en coordonnées 
polaires ont pour expressions: 


2 q2 


Jpcosq Vp?+p"i ap j psineVp2+p'?4p 
= #1 — 1 
ge —_— , = — 
f V P2+p"=àp h V'p2+p"2 49 
g1 p1 


2638. Trouver les coordonnées cartésiennes du centre de gravité 
de l’arc de spirale logarithmique p = ae? (entre ®, = x/2 et p = x). 
2639. Trouver les coordonnées cartésiennes du centre de gravité 
de l’arc de cardioïde p = a (1 + cos @) (entre , = 0 et q> = x). 


2640. À quelle distance du centre géométrique se trouve le centre 
de gravité d’une hémisphère de rayon R? 

2641. Trouver le centre de gravité de la surface d’une hémisphère. 

2642. On donne un cône droit de base circulaire ; le rayon de 
base est R, la hauteur H. Trouver la distance de la base du cône 
au centre de gravité de la surface latérale, de la surface totale et du 
volume. 

2643. À quelle distance de la base se trouve le centre de gravité 
d'un corps limité par un paraboloïde de révolution et un plan per- 
pendiculaire à son axe? La hauteur du corps est égale à k. 

2644. Trouver le moment d'inertie du segment AB =! par 
rapport à un axe contenu dans le même plan sachant que les extré- 
mités À et B se trouvent respectivement à une distance a et b de 
l'axe. 

2645. Trouver le moment d'inertie d’une demi-circonférence 
de rayon À par rapport à son diamètre. 
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2646. Trouver le moment d'inertie de l’arc de la courbe y = e* 
(0< :<3) par rapport à l'axe des abscisses. 


2647. Trouver les moments d'inertie par rapport aux deux axes 
de coordonnées d’une arche de cycloïde x = a(t —sint), y = 
= a (1 — cos {). 

2648. Trouver le moment d'inertie d'un rectangle de côtés a et b 
par rapport à un côté a. 

2649. Trouver le moment d'inertie d’un triangle de base a et 
de hauteur À par rapport à 

1) la base; 

2) la droite parallèle à la base qui passe par le sommet ; 

3) la droite parallèle à la base qui passe par le centre de gravité. 

2650. Trouver le moment d'inertie d'un demi-cercle de rayon R 
par rapport à son diamètre. 

2651. Trouver le moment d'inertie d'un cercle de rayon R par 
rapport à son centre. 

2652. Trouver le moment d'inertie d’une ellipse de demi-axes a 
et b par rapport aux deux axes. 

2653. Trouver le moment d'inertie d'un cylindre de rayon de 
base R et de hauteur Æ par rapport à son axe. 

2654. Trouver le moment d'inertie d’un cône de rayon de base R 
et de hauteur FH par rapport à son axe. 

2655. Trouver le moment d'inertie d'une sphère de rayon À 
par rapport à un diamètre. 

2656. Une ellipse tourne autour de l'un de ses axes. Trouver 
le moment d'inertie de l’ellipsoide de révolution engendré. 

2657. Trouver le moment d'inertie d’un paraboloïde de révolu- 
tion de rayon de base R et de hauteur H par rapport à l’axe de révolu- 
tion. 

2658. Trouver le moment d'inertie par rApporl à ARE Oz du 
corps limité par l’hyperboloïde à une nappe D rs — 2 = 1et 


les plans z = 0 et z = 1. 
2659. Un trapèze curviligne limité par les courbes y = e”, 
y = 0, x=0 et x — 1 tourne 
1) autour de l’axe Oz; 2) autour de l’axe Oy. 
Trouver le moment d'inertie du corps de révolution engendré. 
- 2660. Trouver le moment d'inertie de la surface latérale d’un 
cylindre de rayon de base R et de hauteur À par rapport à son axe. 
2661. Trouver le moment d'inertie de la surface latérale d'un 
cône de rayon de base À et de hauteur Æ par rapport à son axe. 
2662. Trouver le moment d'inertie de la surface d’une sphère 


+ 


de rayon À par rapport à un diamètre. 


Théorème de Guldin 


2663. Trouver le volume engendré par la révolution d’un 
hexagone régulier de côté a autour de l’un de ses côtés. 
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2664. Trouver le volume engendré par la révolution d’une ellipse 
d’axes AA, = 2a et BB, = 2b autour d’une droite qui est parallèle 
à l'axe AA, et en est distante de 3b. 

2665. Trouver le volume et la surface engendrés par la révolu- 
tion d’une astroïde autour d’une droite passant par deux sommets 
consécutifs (cf. exercice 2630). 

2666. Trouver le volume et la surface engendrés par la révolu- 
tion des premières arches des cycloïdes 


z—=a(t—sint), y—=a(i— cost) 
et ou 

z—=a(t—sint), y —= —a(1— cost) 
autour de l’axe des ordonnées. 

2667. Un carré tourne autour d'une droite située dans le même 
plan que lui et passant par l'un de ses sommets. Trouver la position 
que doit occuper cette droite par rapport au carré pour que le volume 
de révolution engendré soit maximal. Même question pour un 
triangle. 

$ 2. Quelques problèmes de physique 

2668. La vitesse d'un corps est donnée par la formule v — 
= V1 Z t m/s. Trouver l’espace parcouru pendant les 40 premières 
secondes après le départ. 

2669. La vitesse d'un mouvement vibratoire harmonique le long 


de l’axe des abscisses au voisinage de l’origine des coordonnées est 
donnée par la formule 


dx LR Los ant , 
M TT (+0) 


{4 est le temps, 7 la période de vibration, œ, la phase initiale). 
Trouver la position du point à l'instant #, sachant qu'au moment #, 
il se trouvait en x = x. 


La force f d'interaction de deux masses ponctuelles est donnée 
par la formule f —k Te. où m et M sont les masses respectives 
des points, r la distance qui les sépare et # le coefficient de propor- 
tionnalité qui est égal à 6,67 10-11 a (loi de Newton). Utiliser 


me Se 
cette formule dans les exercices 2670-2678. (On suppose que la den- 
sité est constante.) 

2670. Une tige AB de longueur / et de masse M attire un point C 
de masse m situé sur son prolongement à une distance a de l’extré- 
mité B qui est la plus proche. Trouver la force d'interaction de la 
tige et du point. Quelle masse ponctuelle faut-il placer en À pour 
qu'elle agisse sur C avec la même force que la tige AB? Quel est 
le travail accompli par la force d'attraction lorsque le point vient 
de la distance r, à une distance r, de la tige en se déplaçant sur le 
prolongement de celle-ci? 
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2671. Trouver la force avec laquelle un demi-anneau de rayon r 
et de masse ] agit sur un point matériel de masse m situé en son 
centre. 

2672. Trouver la force d'action d’un anneau en fil de fer de 
masse M et rayon À sur un point matériel C de masse m situé sur 
une droite passant par le centre de cet anneau et perpendiculaire 
à son plan. Le point est situé à une distance a du centre de l’anneau. 
Quel travail accomplira la force d’attraction pour amener le point 
de l'infini au centre de l’anneau? 

2673. Appliquer le résultat de l'exercice précédent au calcul 
de la force d’action d’un disque plan de rayon R et de masse M 
sur un point matériel de masse m situé sur son axe à une distance a 
du centre. 

2674. Appliquer le résultat de l'exercice précédent au calcul 
de la force d’action d’un plan infini dont la masse est équirépartie 
et la densité surfacique est ©, sur un point matériel de masse m. 
Le point est situé à une distance a du plan. 

2675. Les rayons de base d’un cône circulaire droit tronqué 
sont égaux à R et r, la hauteur est hk, la densité y. Quelle force 
exerce-t-il sur un point matériel de masse m placé en son sommet ? 

2676. Avec quelle force la ligne polygonale matérielle y = 
—= | x | + 1 attire-t-elle un point matériel de masse m se trouvant 
à l’origine des coordonnées? (La densité linéaire est égale à #.) 

2677. Montrer que la ligne polygonale matérielle y = a | x |+ 1 
(a > 0) attire un point matériel situé à l’origine des coordonnées 
avec une force indépendante de a, i.e. qui ne dépend pas de l’angle 
des côtés de la ligne. 

2678*. Deux tiges identiques (de longueur / et de masse M cha- 
cune) reposent sur une même droite à une distance / l’une de l’autre. 
Trouver la force d'attraction. 


2679. Une goutte de masse initiale A7 tombe sous l’action de la 
force de pesanteur et s’évapore uniformément en perdant une masse m 
par seconde. Trouver le travail fourni par la force de pesanteur depuis 
l'instant où le mouvement a commencé jusqu’à l’évaporation totale 
de la goutte. (On négligera la résistance de l’air.) 

2680. Quel travail faut-il fournir pour entasser du sable sous 
la forme d’un cône tronqué de hauteur Æ et de rayons de base 
R et r (r< R)? Le poids spécifique est égal à d (le sable est pris 
du plan sur lequel repose la grande base du cône). 

2681. Les dimensions de la pyramide de Chéops sont approxi- 
mativement les suivantes : hauteur 140 m, côté de la base carrée — 
200 m. Le poids spécifique de la pierre qui a servi à la construction 
est environ de 2,5 g/cm*. Trouver le travail fourni pour vaincre la 
force de pesanteur. 

2682. Trouver le travail qu'il faut fournir pour pomper l’eau 
d’un réservoir cylindrique de hauteur Æ = 5 m et de rayon du 
cercle de base R = 3 m. 
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2683. Trouver le travail effectué pour pomper un liquide de 
poids spécifique d d’un réservoir ayant la forme d’un cône renversé 
de hauteur Æ et de rayon de base À. Comment variera le résultat 
si le cône est debout? 

2684. Trouver le travail qu’il faut fournir pour pomper l’eau 
d'un réservoir hémisphérique de rayon R = 0,6 m. 

2685. Üne chaudière ayant la forme d’un paraboloïde de révolu- 
tion (fig. 50), de rayon de base R = 2 m et de hauteur # = 4 m, 


CE 


Fig. 50 


est remplie d’un liquide de poids spécifique d = 0,8 g/cm*. Trouver 
le travail nécessaire pour la vider. 

2686. Trouver le travail accompli pour vider une citerne pleine 
d’eau dont les dimensions sont les suivantes (fig. 51): a = 0,75 m, 
b = 1,2m, H = 1 m. La surface latérale de la citerne est un cylindre 
parabolique. 


L'énergie cinétique d’un corps tournant autour d’un axe fixe 
Ld * | * e° LQ e° 
est égale à 5 J w?, où w est la vitesse angulaire, J le moment d’iner- 


tie par rapport à l’axe de rotation. Utiliser cette donnée dans les 
exercices 2687-2692. 

2687. Une tige AB (fig. 52) tourne dans un plan horizontal 
autour de l’axe OO” avec une vitesse angulaire w = 10x s-!. La sec- 
tion transversale de la tige est S$ — 4 cm”, la longueur est ! — 
— 20 cm et la densité y = 7,8 g'cem*. Trouver l'énergie cinétique 
de Ja tige. 

2688. Une lame rectangulaire de côtés a = 50 cm et b = 40 cm 
tourne autour d’un côté a avec une vitesse angulaire constante égale 
à 3x s-!. Trouver l’énergie cinétique de cette lame sachant que son 
épaisseur est 0,3 cm et la densité y = 8 g/cm*. 

2689. Une lame triangulaire de base a — 40 cm et de hauteur 
h — 30 cm tourne autour de sa base à une vitesse angulaire constante 
© — 5x s-!. Trouver son énergie cinétique sachant que son épaisseur 
est d — 0,2 cm et sa densité y = 2,2 g/cm*. 

2690. Une lame ayant la forme d’un segment parabolique 
(fig. 53) tourne autour de l’axe de la parabole à une vitesse angulaire 


169 


constante égale à w — 4x s-!. Trouver l'énergie cinétique de cette 
lame sachant que la base du segment est a = 20 cm, sa hauteur 
h = 30 cm, l'épaisseur de la lame d = 0,3 cm et sa densité y = 
= 7,8 g/cm*. 

2691. Un cylindre circulaire de rayon de base R et de hauteur H 
tourne autour de son axe à une vitesse angulaire constante w. Trouver 
l'énergie cinétique de ce cylindre sachant que sa densité est . 


=. -d- et T 
(@) 
Fig. 92 Fig. 53 


2692. Un fil fin de masse M tordu sous forme d’un demi-cercle 
de rayon À tourne autour de l’axe passant par les extrémités du 
demi-cercle à raison de x tours par minute. Trouver son énergie 
cinétique. 

Trouver l'énergie cinétique si l’axe de rotation est la tangente au 
milieu du demi-cercle. 


2693. Üne lame triangulaire de base a et de hauteur À est 
plongée verticalement dans de l’eau de telle manière que sa base 
soit confondue avec la surface libre de l’eau. 

a) Déterminer la pression qui s'exerce sur chaque face de la lame. 

b) De combien de fois croîtra la pression si l’on renverse la 
lame de manière que son sommet se confonde avec la surface libre 
et la base soit parallèle à cette surface? 

2694. Une lame carrée est plongée verticalement dans l'eau de 
manière que l'un quelconque des sommets du carré soit à la sur- 
face libre de l'eau et une diagonale parallèle à la surface. Trou- 
ver la pression de l'eau sur chaque face de la lame sachant que le côté 
du carré est a. 

2695. Trouver la pression exercée par l’eau sur une digue ayant 
la forme d’un trapèze isocèle de base supérieure a — 6,4 m, de base 
inférieure b — 4,2 m et de hauteur H = 3 m. 

2696. Une lame ayant la forme d'une ellipse est à moitié plongée 
(verticalement) dans un liquide de telle manière que l’un des axes 
(de longueur 2b) soit situé sur la surface. Trouver la poussée du 
liquide sur chaque paroi de la lame sachant que la longueur du 
demi-axe immergé est a et le poids spécifique du liquide d. 

2697. Une lame rectangulaire de côtés a et b (a >> b) est plongée 
dans un liquide sous un angle & avec la surface. La longueur est 
immergée à une profondeur k parallèlement à la surface libre du 
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liquide. Trouver la poussée du liquide sur chaque face sachant que 
le poids spécifique est d. 

2698. Un récipient de base rectangulaire est rempli d'eau et 
d'huile en quantité égale. Sachant que l'huile pèse deux fois moins 
que l’eau montrer que la poussée exercée sur chaque paroi du réci- 


. . . | . 9 e . 
pient diminuera de nr — F Si l’on remplace ce mélange uniquement 
par de l'huile. (On considérera que toute l'huile est en haut.) 


Dans les exercices 2699 et 2700 on se servira du principe d’'Archi- 
mède : tout corps plongé dans un liquide subit une poussée verticale 
de bas en haut égale au poids du liquide déplacé. 

2699. Un flotteur en bois de forme cylindrique, de surface 
de base S$ — 4 000 cm et de hauteur ÆZ = 50 cm flotte à la surface 
de l’eau. Le poids spécifique du bois est d = 0,8 g/cm*. a) Quel 
travail faut-il fournir pour le tirer de l’eau? b) Quel travail faut-il 
fournir pour l’immerger complètement ? 

2700. Une sphère de rayon R et de poids spécifique 1 est plongée 
dans l’eau de façon à être tangente à la surface libre de l’eau. Quel 
travail faut-il fournir pour la tirer de l’eau? 


Dans les exercices 2701-2706 nous allons étudier l'écoulement 
d’un fluide à travers un orifice. On rappelle que la vitesse d’écoule- 


ment obéit à la loi de Torricelli v — V ?gh, où h est la hauteur de 
fluide au-dessus de l’orifice, g l'accélération de la force de pesan- 
teur *). 

2701. On pratique un orifice au fond d’un récipient de forme 
cylindrique de surface de base 100 cm* et de hauteur 30 cm. Trouver 
l'aire de cet orifice sachant que le récipient se videra de son eau au 
bout de 2 mn. 

2702. Un entonnoir conique de hauteur H — 20 cm est rempli 
d’eau. Le rayon de la base supérieure est À — 12 cm. Le rayon du 
col est r — 0,3 cm. a) Au bout de combien de temps le niveau de l’eau 
baissera-t-il de 5 cm dans l’entonnoir? b) Au bout de combien de 
temps l’entonnoir sera-t-il vide? 

2703. Au fond d’une chaudière hémisphérique de rayon À — 
— 43 cm on a pratiqué un trou de surface $ — 0,2 cm*. Au bout de 
combien de temps cette chaudière se videra-t-elle de son eau? 

2704. Une chaudière a la forme d'un cylindre elliptique d’axe 
horizontal. Les demi-axes de la section elliptique (perpendiculaire 
à l’axe du cylindre) sont égaux à b (l’axe horizontal) et à a (l’axe 
vertical); la génératrice du cylindre est égale à L (fig. 54). La chau- 


*) Dans cette forme la loi de Torricelli ne s'applique qu'aux fluides parfaits. 
Les réponses aux exercices sont données relativement à un fluide parfait. (En 
pratique on utilise la formule v= u V2 gh, où u est un coefficient qui dépend 
de la viscosité du fluide et de la na”ure de l'orifice d'où coule ce fluide. Pour 
l’eau, dans le cas simple p — 0,6.) 


dière est à moitié remplie d’eau. Au bout de combien de temps se 
videra-t-elle de son eau à travers un orifice de surface S? 

2705. Dans une paroi verticale d’un récipient en forme de prisme 
plein d’eau on pratique une fente rectangulaire verticale de hauteur À 
et de largeur b. L’extrémité supé- 
rieure de la fente est parallèle à la 
surface de l’eau et en est située 
à une distance H. Quel volume 
d’eau s'écoulera-t-il en 1 s si le 
niveau de l’eau est maintenu tou- 
jours à la même hauteur? Traiter 
le cas H — 0 (problème du déver- 
ne soir). 

Rs 94 2706. Un récipient ayant la 

forme d’un  parallélépipède de 

100 cm* de surface de base est rempli d’eau. On pratique sur sa paroi 

latérale une fente étroite de 20 cm de hauteur et de 0,1 cm de largeur 

(fig. 55). Au bout de combien de temps le niveau baissera-t-il a) de 

5 cm? b) de 10 cm? c) de 19 cm? d) de 20 cm? (Utiliser le resultat 
de l'exercice précédent.) 


L'’équation d'état d’un gaz parfait est pv — RT, où p est la 
pression, v le volume, 7 la température absolue et R la constante 
de la masse de gaz donnée. Dans les exercices 2707-2709 on supposera 
que les gaz sont parfaits. 

2107. Un cylindre de 10 cm* de surface de base et de 30 cm de 
hauteur contient de l’air atmosphérique. Quel travail faut-il effec- 


Fig. 55 Fig. 56 


tuer pour déplacer un piston de 20 cm du sommet vers la base 
(fig. 56)? La pression atmosphérique est égale à 1,033 kgf/cm°. Le pro- 
cessus est isothermique, i.e. se déroule à une température constante. 
(Pour obtenir le travail en kgm il faut exprimer la pression en 
kgf/m° et le volume en mi.) 

2708. Ün récipient cylindrique de 100 cm? de surface latérale 
contient de l'air à la pression atmosphérique. Le récipient comporte 
un piston. Au départ il se trouve à 0,1 m du fond. En plaçant le 
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cylindre dans le vide on constate que l'air se dilate et pousse le 
piston. 4) Trouver le travail fourni par l'air pour soulever le piston 
d'une hauteur de a) 0.2 m, b) 0,5 m. c) 1 m. 2) Ce travail peut- 
il tendre vers l'infini lorsque le gaz se dilatera indéfiniment ? (Le pro- 
cessus est isothermique comme dans l'exemple précédent). 

2709. Un récipient cylindrique de volume vw, = 0,1 m* est 
plein d'air atmosphérique que l’on comprime en poussant rapide- 
ment un piston (on suppose que le processus est adiabatique, i.e. 
qu'il se déroule sans gain ou perte de chaleur). Quel travail faut-il 
fournir pour comprimer l'air jusqu’à un volume & = 0,03 m°? 
(La pression atmosphérique est égale à 1,033 kgf/cm*.) Dans le cas 
d'un processus adiabatique on a la relation suivante entre la pression 
et le volume d’un gaz: pu — pv? (équation de Poisson). y Æ 1,40 
pour les gaz diatomiques (ainsi que pour l'air). 


D'après la loi de Newton la vitesse de refroidissement d'un corps 
est proportionnelle à la différence entre la température du corps 
et la température du milieu ambiant. Appliquer cette loi dans les 
exercices 2710-2711. 

2710. Un corps dont la température est de 25° est plongé dans un 
thermostat (la température du thermostat est maintenue à 0°). Com- 
bien de temps le corps mettra-t-il pour se refroidir jusqu’à 10° si 
en 20 mn sa température tombe jusqu’à 20°? 

2711. Un corps voit sa température baisser de 30° à 22,5° pen- 
dant les 30 mn qu'il passe dans un thermostat maintenu à 0°. Quelle 
sera sa température trois heures après le début de l'expérience? 


D'après la loi de Coulomb, la force d'interaction de deux charges 
192 
4Aeoer* 
en coulombs, r la distance des deux charges en m, la constante élec- 
trique £0 = 8,85 -10-2? F/m (4ne, = 1,11 -10-), & est la constante 
diélectrique ou permittivité du milieu considéré (pour l'air e & 1). 
(Les unités sont celles du système M.K.S.A.) Appliquer cette loi 

dans les exercices 2712-2714. 

2712. Une droite infinie est uniformément chargée d'électricité 
positive (la densité linéaire de l'électricité est o). Trouver la force 
exercée par cette droite sur une charge unitaire placée en un point À 
à une distance a de cette droite. La constante diélectrique est égale 
à l'unité. 

2713. Deux charges électriques g, = 6,67 -10-% C et g = 10 X 
X 10% C se trouvent à 10 cm l’une de l’autre. Le milieu ambiant 
est l'air. Au départ les deux charges sont immobiles, puis q est 
libérée. Sous l’action de la force de répulsion la charge q. se déplace 
en s’éloignant de la charge g,. Quel travail fournira la force de répul- 
sion lorsque la charge s’éloignera a) de 30 cm? b) à l'infini? 

2714. Deux charges électriques qg, = 33,3 -10"? C et qg, — 40 * 
X 10"? C sont distantes de 20 cm l'une de l’autre. Sachant qu'on 
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électriques est égale à N,oùg,et q. sont les charges exprimées 


a fourni un travail de 18 -10-5 J pour rapprocher qg de g, trouver 
la distance qui les sépare. (Le milieu ambiant est l’air.) 


2715. La tension aux bornes d’un circuit électrique est V — 
— 120 V. On branche progressivement une résistance à raison de 
0,1 ohm par seconde. Le circuit comporte déjà une résistance cons- 
tante r — 10 ohms. Quelle quantité d'électricité (en coulombs) 
traversera le circuit en l’espace de deux minutes? 

2716. La tension aux bornes d'un circuit électrique qui est 
initialement égale à 120 V baisse uniformément à raison de 0,01 V/s. 
On branche en même temps une résistance à la vitesse constante de 
0,1 ohm/s. Sachant que le circuit comporte une résistance constante 
r — 12 ohms trouver la quantité d'électricité (en coulombs) qui 
traversera le circuit en 3 mn. 

2717. La résistance d’un conducteur métallique varie en fonc- 
tion de la température (pour des valeurs ordinaires) en vertu de la 
loi R = Ro (1 + 0,0048), où R, est la résistance à 0° C et © la 
température en degrés Celcius. (Cette loi s'applique à la plupart des 
métaux purs.) Un conducteur dont la résistance à 0° C est égale 
à 10 ohms est uniformément chauffé de d, — 20° à 8, — 200° en 
l’espace de 10 mn. Trouver la quantité d'électricité (en coulombs) 
qui traversera le circuit pendant ce temps sachant qu'il est mis sous 
une tension de 120 V. 

2718. La tension d'un courant sinusoïdal de fréquence w varie 
selon la loi: £ = E, sin (wt + œ), où £E, est la tension maximale, 
œ la phase, t le temps. Trouver la valeur moyenne du carré de la ten- 
sion en une période. Montrer que si la résistance est constante le 
courant alternatif dégage en une période autant de chaleur qu'un 


courant continu de tension Y (E°)moy. (Pour cette raison l'expression 


V (E)moy est appelée tension effective du courant alternatif.) 
2719. La tension d'un courant alternatif est donnée par la formule 


9 
E= E,sin (+ t) : 
et le courant par 


I= I,sin (+ — 40) : 


où £, et Z, sont des constantes (les valeurs maximales de la tension 
et du courant), T la période et ®, la différence de phases. Calculer le 
travail effectué par le courant de l'instant {, = 0 à l'instant {, = T 
et montrer que ce travail sera maximal pour une différence de phases 
C — VU. 

2720. Trouver le temps que mettra un appareil électrique pour 
chauffer 1 kg d’eau de 20 à 100 °C sachant que la tension du courant 
est 120 V, la résistance 14,4 ohms, la température ambiante 20 °C 
et qu’il faut 40 mn à 1 kg d’eau pour se refroidir de 40 à 30 °C. 
(D'après la loi de Joule-Lenz Q = I°Rt, où Q est la quantité de chaleur 
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en joules, Z l'intensité du courant en ampères, À la résistance en 
ohms, t le temps en secondes, la chaleur spécifique de l’eau est 
4190 j/kg -degrés. On se servira de la loi de Newton sur le refroidisse- 
ment ; cf. exercice 2710.) 


2721. Un récipient d'un volume de 3 1 est rempli d'air d'une 
teneur de 20 % en oxygène. Ce récipient comporte deux tubes. 
Par l’un d'eux on envoie de l'oxygène pur qui chasse un volume 
d’air égal dans l’autre. Quelle quantité d'oxygène contiendra le 
récipient sachant qu’on y a envoyé 10 1 d'air? 

2722. L'air contient a % (—8 %) de CO, ; on l'envoie dans un 
récipient cylindrique renfermant une matière absorbante. La quan- 
tité de gaz absorbée est proportionnelle à la concentration du gaz 
et à l'épaisseur de l’absorbant. a) Sachant que l'air qui a traversé 
une couche d’absorbant d'épaisseur Æ cm (—10 cm) contient b % 
(=2 %) de CO,, quelle doit être l'épaisseur Æ, de l’absorbant pour 
que l’air qui en sort ne contienne que c % (—1 %) de CO.,? Quelle 
quantité de CO, contient l'air après avoir traversé un absorbant 
d’une épaisseur de 30 cm? 

2723. Sachant qu'une couche d’eau de 3 m d'épaisseur absorbe 
la moitié de la lumière qui la traverse, on demande de trouver la 
quantité de lumière initiale qui atteindra la profondeur de 30 m. 
La quantité de lumière absorbée au passage d’une étroite couche 
d’eau est proportionnelle à l'épaisseur de cette couche et la quantite 
de lumière qui frappe sa surface. 

2724. La masse d’un ferment passe de 1 g à 1,2 g en l’espace 
d’une heure. Trouver la masse de ce ferment au bout de 5 h de fer- 
mentation sachant que l'accroissement du ferment est proportionnel 
à la masse initiale. 

2725. Trouver la masse initiale d’un ferment sachant qu'il 
pèse 2g après deux heures de fermentation et 3 g après 3 heures. 
(Voir exercice précédent.) 

2726. On fait dissoudre 2 kg de sel dans 30 1 d’eau. Sachant 
qu'il faut 5 mn à 1 kg de sel pour se dissoudre, on demande de trouver 
le temps nécessaire à 99 % de la quantité initiale de sel pour se 
dissoudre. (La vitesse de dissolution est proportionnelle à la quan- 
tité non dissoute de sel et à la différence entre la concentration de 
solution saturée, qui est ici de 1 kg pour 3 1, et la concentration de la 
solution à l'instant considéré.) 


CHAPITRE IX 


SÉRIES 


$ 1. Séries numériques 
Convergence dune série numérique 


Dans les exercices ci-dessous 1) trouver la somme des nr premiers 
termes de la série (S,), 2) montrer que ces séries sont convergentes 
à partir de la définition de la convergence et 3) trouver la somme (S) 
des séries. 


2T27%. + 


3-3 DCE T 
2728. rstastetopor +: 
2729. ++ tome 
2730. pataste tt. 
2731. taste tapas tt. 
2782. atssst teams te. 
2733. ++... + SL. 
2784. St... ++ 
2735. s +25 + tepamt 


1 
2736. arctg L + arctg +. -harctg +... 


Séries à termes positifs 


Etudier la convergence des séries ci-après en se servant d’un 
indice de comparaison. 


| 1 | 
2737. mtsst.+apat — 
2738. sin++sin + 7 .+sin 20. 
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de 


2190 des. Lies. 


1+7 Dre 
1 1 1 
2740. 53T3çt . TREiasat: 


4 | 1 
2745. PERTE ee LSTTCE ST ILE . ee 
1 à fi+n2\2 
2746 FRS 2747. 3 (=) 
| Hs Inn 
2748 Ve 2749. 2 7 ; 


(Vr-Vr=1). 21. DV. 


Î n={ 


2752. 5 (Vn+1-Vn—1). 


CS 


2753. D L(Vrtnti-Vrn+ti). 


Le - 
ES < é 
IMsiMsiMsaîiMs8 ils 


— 


Etablir la convergence des séries suivantes à l’aide du critère 
d’Alembert. 


1 1 1 
2754. +++ ee 
2755. ++... tort... 


2756. tg—+2tg +... +ntg nt... 
267. RER + EE + 
2758. +R... +... 
{EE ES ER RESTES 


2760. sin + 4sin + ... +n? sin 


12—01227 477 


1 
2761. ZT = TER nt Eu 


2 (n+1)! 
262. 2254... EH, 


Etudier la convergence des séries suivantes à l’aide du critère 
de Cauchy. 


| 1 | 
2763. motust:- TIC ET] + ... 
| n 
2764. ++ (+ ) Lo + (en) ae 
2765. arcsin 1 + arcsin? ++... +arcsin ++. 
3 \* n+1\n? 
ae 5. 


+ + 


Etudier la convergence des séries suivantes à l'aide du critère 
intégral de Cauchy. 


1 1 1 
2767. 2 ln? 5 7 3]n 3T + (n+1)In?(n+1) po 


2768. + est ++... 
2769. ) +) ++( 2 mL ) +... 


1 + 1° 1+ n2 
2770. 5 = 1n +7 
2 Vn di 


Etudier la convergence des séries suivantes. 


1 1 
7 a 
dos T2 F3ysT m+DVrrT 


2772. 1424... ++ 
2773. VV +. VE + 
2774. dé: M ++. 

2775. 2+2+. ati. 
2776. 
2777. 


n 
oi tant + o0n ET Ÿ 
1 2 n 
ue LASER 77 EU 


2778. + ++ 
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2779. arctg 1 + arctg?+ + ue Large + ee 
2780. 2424 ++ . 


1 1 1 
2781. + t... + nt GE 


2782. Je. Het 


“ TI 
2784*. sin du ... + sin + sie 


Démontrer les relations suivantes en utilisant les séries ayant 
pour terme général la fonction donnée. 


2785. lim 0. = (a> 1). 
no 

2789. lie a. = 0. 
no fn 


«= 


Séries à termes arbitraires. 
Convergence absolue 


Etudier la convergence des su suivantes. 


2790. 1—5+...+(—1) mit 
279. 1—— +... +(—1)"*1 = art. 


1 n+i 
2792. ns +e.+(—1) sg + 
2793. Tite + es. 

1 nis À 1 
2794. sr + + (— 1) Fee HT: 
2795. 2—5+...+(—1 des. mé ” 

| 
2796. — —— — 1) — 
6 oz + ( Vs TE 

2797. Li 1j +. 

S (ir c “a 2 
2798. 5 CN. 2799. D) (—1) À 

n= 1 n=1 


12° 479 


gen 


te, 
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O0 O0 
2800. Montrer que si les séries D, a et Ÿ b£ sont conver- 
n= 1 n=1 


O0 
tes, alors la série D anb, est absolument convergente. 
n —= 


2801. Montrer que si la série >, a, est absolument convergen- 
n=i 


n +1 


— An l’est également. 


oO 
alors la série Ÿ 


n=i 


$ 2. Séries fonctionnelles 


Convergence des séries fonctionnelles 


Déterminer le domaine de convergence des séries. 


2802. 1+r+...+rt+..…. 
2803. Inzx+linr+...<+ln"z+... 
2804. ztbrit+... Lit... 


2805. z+ +... ++... 


zx zn 
2806. TT ….. LT 
| | 1 
2807. tt ce tort. 


2808. 2:+612+...+n(n+1)z" +... 
2809. ++ . ++ 


2+V2 +Vr 
z z? zn" 
2810. Tiersen t ... Fi 


2811. sin++sint+...+sin fais 
2812. ztes+atgr+...+i" Br +... 


2613 Sur EE enr. 


22 n? 


COS nT 


2814. SRE + LRO... 
2815. e-*+Le-ixt...Le-nxt 

z 2% nz 
2816. — ++... ++... 


Convergence uniforme 


Montrer que les séries suivantes sont uniformément convergentes 
sur l’axe des zx tout entier. 
2817. 1+ ie HE 


sin nx 
n | 


2. 


2 


| . sin nz 
2818. RE 2819. ù 5. 2820. S “ 


-n°x° 


Fe { 


TRUE + Rat: 


+ ... est uniformément convergente dans tout inter- 


2821. Montrer que la série 


1 
" n2+[p(2)À 
valle de définition de la fonction (x). 
| 1 
V'i+z Le 2V 1+2z os 


+ ... est uniformément convergente sur l'axe Oz 


2822. Montrer que la série 
1 
FniVire 
tout entier. Combien faut-il prendre de termes pour que, quel 
que soit x=>0, l'on puisse calculer la somme de la série avec une 
précision de 0,001 ? 


2823*. Montrer que la série NAFI | RCE + nee 


2x? 

ee + ROCH) + ... est uniformément convergente dans l’intervalle 
1+o<zr<o, où & est un nombre positif quelconque. Vérifier 
que quel que soit x de l'intervalle (2<r<100) il suffit de 
prendre 8 termes pour calculer la somme de la série avec une 
précision de 0,01. 


2824. Montrer que la série à x" (1 — x) converge uniformément 


dans l'intervalle [0, 1]. 
2825. La fonction ta) est définie par l'égalité 


J)= DE. 


n=1 
Montrer que f (x) est définie et continue quel que soit x. Trouver 


(0), (5) et f (5) . S'assurer que trois termes suffisent pour 


calculer f (x) à 0,001 près quel que soit x. Calculer f (1) et f (—0,2) 
avec la même précision. 
2826. La onetion f (x) est définie à Le l'égalité 


1 
= + Der +2 rer (&> 0). 


Montrer que f (x) est définie et continue quel que soit x. Vérifier 
que j (x) est une fonction périodique de période «. 
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Intégration et dérivation des séries 


2827. Montrer que la série 2° + 2 + ...+ 242 LE ,.. con- 
verge uniformément dans l'intervalle —1 + © < z << 1 — ©, où 
o est un nombre positif quelconque inférieur à l'unité. Par intégra- 
tion de cette série trouver la somme de la série 

zin-1 


zŸ x? 
++ + + 
dans l'intervalle | —1, 1[. 
2828. Trouver la somme de la série 


TH Et HET +. 


2829. Trouver la somme de la série 
z2 æ$ a en+i 

Ti rate + ET te 

2830. La fonction f (x) est définie par la relation 

f(x) =e* +2 +...+ne +... 

Montrer que f (x) est continue sur l’axe Ozx tout entier. Calculer 
In 3 

f (x) dx. 


in 2 
É 2831. La fonction f (x) est définie par l'égalité 


f(2 =1+23z+...+n3 IL... 
Montrer qu’elle est continue dans l'intervalle ]—1/3, 1/3[. Calculer 
0,125 
Ï f (a) de. 
(4) 
2832*. La fonction f (x) est définie par l'égalité 
1 1 
f(a)= Lg ET te Et Hotte. 
14 
2 
Calculer À f (x) dx après s'être préalablement assuré que la 
za 


ë 
fonction f (x) est continue dans l'intervalle d'intégration indiqué. 


2833*. Une fonction f(x) est définie par la série f(x) = 


1 e L] Ld 3 
= » zx: Montrer que f(x) est continue sur l'axe numérique 


n=1 


tout entier. Calculer | f(x) dx. 
0 
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trouver la somme 


1 
2834. Moyennant la relation rar = 
0 


de 1la série: 


| (—41)7+1 À (—1)n+1 
1e Peso PSP RS is 
2835. Se servir de la relation À _— = + pour calculer la 
2 


6 | 4 
somme de la série 1 Ton — Ton à 
2836. Utiliser la relation 


PL 
T 

mas 7% (n—1)(2n— 3)... 3.1 
| ous TT = on =D 42 


pour calculer la somme de la série 


1 1.3 ny 13... (2n—1) 
gate TN +... 


2837. Montrer que la série 


sin 217 sin 47z sin 27nz 


EE EE +, + + 


est uniformément convergente sur l’axe des x tout entier. Montrer 
que cette série ne peut être dérivée terme à terme dans aucun inter- 
valle. 


2838. Utiliser l'égalité 1+zx+2+...="—(1z|<1) 
pour calculer les sommes des séries 1 + 2x + 312°+...+nx"1+... 
et 1+3z<+...+ tam PP ON ... et montrer que la série 


1+2z+...<+nx"1+... est uniformément convergente dans 
l'intervalle [—p, p], où [p| 1. | 
2839. Etablir la relation 


1 2x mzm-i À 
is lie PE Een Tres: 


où m—2"1 et —1<r<i. 
2840. Vérifier que la fonction y—f(x) définie par la série 


DH + satisfait la relation zxy'— 
=y(rz+1). 
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$ 3. Séries entières 


Développement des fonctions en 
séries entières 


2841. Développer la fonction y = In x en série de Taylor au 
voisinage du point x = 1 (pour zx = 1). 

2842. Développer la fonction y = V2* en série de Taylor au 
voisinage du point x = 1. 

2843. Développer la fonction y — 1/x en série de Taylor au 
voisinage du point x — 3. 

2844. Développer la fonction y = sin _. en série de Taylor au 
voisinage du point x = 2. 

Développer les fonctions données en série de Taylor au voisinage 
du point z = 0 (série de Maclaurin). 

2845. y = ch x. 2846. y = z2°e*. 2847. y = cos (x + a). 

2848. y = e sinzxz. 2849. y = cos x ch x. 

Dans les exercices ci-après trouver les cinq premiers termes de la 
ses Taylor des fonctions données dans le voisinage du point 
x = (. 

2850. y = In (1 + €). 2851. y = ets, 2852. y = cos" x. 

2853. y — —In cos zx. 2854. y = (1 + x). 

Développer les fonctions données au voisinage du point z = 0 
en utilisant le développement en série de Maclaurin des fonctions e”, 
sin x, cos x, In (1 + x) et (1 + x)”. 


— pour #0, 


2855. y—e2*. 2856. y—e*. 2857. y — 
1 pour x =—0(. 


2x3 


2858. y — 2859. y—sin +. 


ee x 
—— pour x#0, 
2 


1 pour z = (0. 


sin z 


0. 
2860. y= cos? r. as. À “a AE 


1 pour x = 0. 
2862. y—(rz—tgzr)coszx. 
2863. y — 1n (10 + x). 2864. y—=rln(i+x). 


2865. ÿ = V1 + x2. 2866. y=—) 8— 23. 
1 x? 

7. y = à 868. u— —— , 

2867. y = 2868. y 71 


2869. Développer la fonction = en série de Taylor au 
voisinage du point z—0. Appliquer ce développeinent au calcul 


de la somme de la série LS ee + + ne 
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2870. Utiliser le développement en série de > AYIOr pour calculer: 


1) la dérivée septième de la fonction Y= me E pourx=0, 


2) la dérivée cinquième de la fonction y = x V1+z + x pour 
z = 0, 

3) la dérivée dixième de la fonction y = z*e* pour x = 0, 

4) la courbure de la courbe y = x [y (1 + x} — 1] à l'origine 
des coordonnées. 

Appliquer le développement des fonctions en série de Taylor au 
calcul des limites: 


2871. Min RES) 2872. lim (se SD, 
x—t) x—0 


In ({+z+z)+iln Arte) 


2873. lim 
Enr z(eX*—1) 

2874. limfz—zin (1+2)]. 2875. lim (= — cote? x). 

2876. lim -e),. 2877. lim (se 2). 


Intervalle de convergence 
Trouver les intervalles de convergence des séries entières. 
2878. 10xr + 100722 + ... + 10"r" + ... 
2879. + ...+(—1p +. 


FA 


2880. r+—+ ... + +... 


2881. 1+r+...+n! z'+..…. 
2882. 1 se +2 tr an-D LE 
zèn-i 


2883. 2 +. PT Se 
2884. 1+3r+t...+(n—1)3" 12141 
z zx® zn 
2885. 2 Con See) de 
2886. x + Cr +... + ea + ... On rappelle que lorsqu'on 


n! 


étudie la convergence d'une série à l'extrémité droite d'un inter- 
valle, on peut exprimer les factorielles des grands chiffres approxi- 
mativement au moyen de la formule de Stirling: 


(2) Zn. 
2887. z+4r+ ...+(nr) +. 
2888. ne rs 108 4. net anti .. 
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n 


9 2 | 4\n n 

2889. 2r+ (7x) +... +[(< ) z | + 

2890. Développer la fonction y=ln(r+W1+1z12) en série de 
Taylor au voisinage du point r—0 moyennant la relation 


x 


In(x+V1+21°)— | TS 
0 


et indiquer l'intervalle de convergence de la série obtenue. 


2891. Développer la fonction y—In V ÈS en série de Taylor 


1 
au voisinage du point z—0 moyennant la relation 
1 f dx 
a : +z 
0 


et indiquer l'intervalle de convergence de cette série. 

2892. Développer la fonction y= In [(1 + x)!**] + In [(1 — x)!*] 
en série de Taylor au voisinage du point x = 0 et indiquer ss Aater- 
valle de convergence. 

2893. Développer la fonction y = (1 + x) e* — (1 — z)e* en 
série de Taylor au voisinage du point x = 0 et indiquer son inter- 
valle de convergence. Appliquer ce développement au calcul de la 
somme 


1 2 n 
gratte tmmprt. 


$ 4. Quelques applications des séries de Taylor 
Calcul approché des fonctions 


2894. Calculer approximativement la fonction € en se limitant 
aux trois premiers termes du développement en série de Maclaurin 
de la fonction f (x) = e*. Evaluer l'erreur. 

2895. Calculer approximativement sin 18° en prenant les trois 
premiers termes du développement de la fonction f (x) = sin x en 
série de Maclaurin. Evaluer l'erreur commise. 

2896. Calculer approximativement 7/10 = 29/1,25 en prenant 
les quatre premiers termes du développement de la fonction f (x) = 
— (1<+ zx)" en série de Maclaurin. Evaluer l'erreur commise. 

Appliquer le développement des fonctions e*, sin zx et cos x 
en série de Maclaurin au calcul des expressions indiquées. 

2897. e? à 0,001 près. 

2898. Ve à 0,001 près. 


2899. À à 0,0001 près. 
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2900. —1— à 0,0001 près. 
4y e 

2901. sin 1° à 0,0001 près. 

2902. cos 1° à 0,001 près. 


2903. sin 10° à 0,00001 près. 
2904. cos 10° à 0,0001 près. 


Appliquer le développement de la fonction (1 + x)" en série 


de Maclaurin au calcul des racines indiquées avec une précision 
de 0,001. 


2905. ÿ/ 30. 2906. 7/70. 2907. 7500. 2908. 71,015. 


2909. ÿ 250. 2910. ÿ 129. 2911. 7 1027. 


Calculer les expressions indiquées en appliquant le développement 


fo 


de la fonction In HE en série de Maclaurin. 
2912. In 3 avec une précision de 0,0001. 
2913. 1g e — Le avec une précision de 0,000001. 


2914. 1g 5 avec une précision de 0,0001. 


Résolution d'équations 


2915. On considère l'équation zxy + e* = y. Développer la 
fonction y en série de Taylor suivant les puissances de x par la métho- 
de des coefficients indéterminés. Résoudre le même problème en 
déterminant les coefficients de la série de Taylor par dérivation suc- 
cessive. 

2916. On considère l'équation y = In (1 + x) — zy. Dévelop- 
per la fonction y en série de Taylor suivant les puissances de x par 
la méthode des coefficients indéterminés. Résoudre le même problème 
en déterminant les coefficients de la série de Taylor par dérivation 
successive. 

Résoudre les équations par rapport à y (i.e. expliciter y) à l’aide 
de la série de Taylor par la méthode des coefficients indéterminés 
et par dérivation successive. 

2917. y° + zy = 1 (trouver les trois premiers termes du dévelop- 
pement). 

2918. 2 sin zx + sin y = zx — y (trouver les deux premiers ter- 
mes du développement). 

2919. e* — e! = xy (trouver les trois premiers termes du dé- 
veloppement). 


Intégration des fonctions 


Exprimer les intégrales par des séries en développant les inté- 
grandes en série; indiquer le domaine de convergence des séries 
obtenues. 
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2920. 


| | 
2923. | az. 2924. | e-st az. 2925. | IE Gr. 
0 0 


t dx dz 
2926. |. 2927. | VT+zrSar. 2928 
V'i-zi 1— 29 
x 4 
2929. | IE Gr. 


Calculer approximativement les intégrales définies en dévelop- 
pant l’intégrande en série et en se limitant au nombre de termes 
indiqué entre parenthèses; évaluer l'erreur commise. 


2930. 


TZ 


TE dr (3 termes). 2931. Ver dx (3 termes). 
0 


1 


_ (2 termes). 2933. | — dx (6 termes). 
0,1 


2932. 


= 
+ 


se t:|- cash 


2934. | 2° arctgrdx (2 termes). 


—$ 
[a 


Calculer les intégrales à 0,001 près. 


0,2 0,5 
arctg x 
ICE Qu 


2935. | Dar. 2936. | : 
0 


1 

8 0,5 

2937. | x'°sinrdr. 2938. \ E : 
0 Û 


2939. Montrer que dans l'intervalle ]—0,1 ; 0,1[ l'écart entre 
x 
la fonction | e-“ dx et arctgr— + est 107. 
(p) 


2940. Appliquer l'identité 
LL | 1 
7 = 4 arctg F—arctg 
au calcul de x avec 10 décimales vraies. 


x 
2941. Développer la fonction y sé] e"** dr en série de 
0 
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Taylor de deux manières: par dérivation directe pour x = 0 et par 


multiplication terme à terme des séries. 
i 


2942*. Calculer l'intégrale | dx. 


U 
0,5 


2943. Calculer l'intégrale | esñx dx à 0,0001 pres. 


2944. Calculer l'intégrale | V/cos x dr à 0,001 près. 


Cm) |A =° 


Problèmes divers 


2945. Trouver l'aire limitée par la courbe y* = z° + 1, l'axe 
des ordonnées et la droite zx = 1/2 avec une précision de 0,001. 
2946*. Trouver l'aire de l’ovale xt + y = 1 à 0,01 près. 

2947. Trouver la longueur de l'arc de la courbe 25y* = 47° 
de son sommet au point de rencontre avec la parabole 5y = zx° 
à 0,0001 près. 

2948. Trouver la longueur d’un demi-arc de sinusoïde y = sin x 
avec une précision de 0,001. 

2949. Trouver à 0,001 près le volume engendré par la révolution 
autour de l’axe des abscisses de la figure limitée par la courbe y — 
= arctg x, l’axe des abscisses et la droite x = 1/2. 

2950. Trouver à 0,001 près le volume engendré par la révolution 
autour de l’axe des ordonnées de l'aire comprise entre les courbes 
yÿ—r = 1, 4y+ x = 0, la droite y — 1/2 et l'axe des ordon- 
nées. : 

2951. Trouver à 0,001 près les coordonnées du centre de gravité 
de l’arc d'hyperbole y = 1/z compris entre les points d’abscisses 
Z = 1/4 et x, = 1/2. 

2952. Trouver à 0,01 près les coordonnées du centre de gravité 
du trapèze curviligne engendré par la courbe y — _— les droites 


z = 1,5 et x = 2 et l’axe des abscisses. 


CHAPITRE X 


FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 
CALCUL DIFFÉRENTIEL 


$ 1. Fonctions de plusieurs variables 


2953. Exprimer le volume z du cône en fonction de sa génératrice 
z et de la hauteur y. 

2954. Exprimer l'aire S du triangle en fonction de ses côtés 
Z, Y, Z. 

2955. Dresser le tableau de valeurs de la fonction z = 2x — 3y + 1 
en faisant varier les variables indépendantes de 0 à 5 par valeurs de 1. 

2956. Dresser le tableau de valeurs de la fonction z = V r? + y? 
en faisant varier les variables indépendantes de 0 à 1 par valeurs 
de 0,1. Calculer les valeurs de la fonction à 0,01 près. 

2957. Calculer les valeurs prises par les fonctions: 

__ parctg(z+y) \2 _A+V3 y—-1-V3. 
1) z= (rues) pOur = —— y D 


2) 2—=esn(x+y) pour z=y=— 

3) z=y*"-1+zrv-t pour z=—2, y 
y = 1. 

2958. On donne la fonction 


_P(z)vG%)—v% (x) p (y) 
FENG 
Trouver F (a, 1/a). En particulier, poser œ(u) = u°, 1 (u) = u? 
et calculer F (a, 1/a). 
2959. On considère la fonction F (x, y) = y* — _ x. Si z 


et y varient à la même vitesse, quelle fonction, pour zx = 3 et y = 2, 
croît plus rapidement : celle que l’on déduit de F en fixant y (seul z 
varie), ou bien celle que l’on déduit de F en fixant zx (seul y varie)? 
2960. On considère la fonction 
YY: 
(x, y, z)=y?—(ycosz+zcosy)z+rv—:. 


Les variables y et z prennent des valeurs fixes y, et z, telles que 
Yo — 32. Quelle est l’allure du graphe de la fonction v = @ (x, yo, Zo) ? 
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La fonction œ (zx, y, z) est-elle: 1) une fonction rationnelle de y? 
de z? 2) une fonction entière de x? 
2961*. Une fonction z = f(x, y) vérifiant identiquement la 
relation 
j (mx, my) = m'f (x, y), quel que soit m, 


est appelée fonction homogène d'ordre 4. Montrer qu'une fonction 
homogène z = f (x, y) d'ordre k peut toujours être mise sous la forme 
z=ÀF (+) : 

2962. Une fonction homogène d’un nombre quelconque de 
variables se définit exactement comme une fonction homogène de 
deux variables: en effet, une fonction f (x, y, z) est homogène d’or- 
dre si 

f (mx, my, mz) = m'f (x, y, z), quel que soit m. 


L'on a également la relation 
hp (Y 2 
f(x, y, 2)=x F(Z, 2} 


qu’on demande de démontrer. 
2963. Montrer que la fonction z = F (x, y) = xy vérifie l’équa- 
tion fonctionnelle 


F (az + bu, cy+ dv) = acF (x, y) + bcF (u, y) + adF (x, v) + 
+ bdF(u, v). 
2964. Montrer que la fonction z = F (x, y) = In x In y vérifie 
l'équation fonctionnelle 


F (ay, uv) = Fa u)+ F(zv)+ Fy,u)+ F(y,v) 
(z, y, u, v sont positifs). 


2965. Expliciter z dans l'équation + +s=!. La fonc- 
tion obtenue sera-t-elle univoque ? 


2966. On considère la fonction composée z = u°, où u = zx y, 
v = x — y. Calculer cette fonction : 1) pour x = 0, y = 1; 2) x = 1, 
y=1; 3)z=2,y=3; 4) z=0,y—=0; 5) z = —1, y = —-1. 
2967. z= “+; u = u!, v=wt: w=Vrty, t— 
— 2 (x — y). Exprimer z en fonction de x et y. La fonction z est-elle 
une fonction rationnelle de x et v? de w et t? de x et y? 
2968. On donne la fonction composée z = u” + w“*°, où 
u=z+y,v—=zx—y,w = zxy. Exprimer z en fonction de x et y. 
A) P © __,® 
2969. u—(E+n) Em; EE, ni 
—=]n(x+y+2z), p—21n(r+y+z). Exprimer u en fonction de 
x, y et z. La fonction u est-elle une fonction rationnelle entière 
de £ et n? de © et pm? de zx, y, z? 


; ©— 
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2970. Représenter la fonction composée 
z® + zy + y? F à 5 
2= | - 
T2 — zy + y* ee. 
sous forme d’une « chaîne» de relations entre les variables x et y 
et les variables auxiliaires u et v. 


2971. Etudier le graphe de la fonction z: — . (x° — y*) par la 


méthode des sections. Déterminer la nature des sections par les 
plans x = const; y = const; z — const. 

2972. Etudier par la méthode des sections le graphe de la fonc- 
tion z = zy. Déterminer la nature des sections par les plans x — 
= const; y — const; z — const. 

2973. Etudier par la méthode des sections le graphe de la fonc- 
tion z = y° — zx. 

2974. Etudier par la méthode des sections le graphe de la fonc- 
tion 

S = a+ by (a>0, b> O0). 


$ 2. Propriétés élémentaires des fonctions 


Domaine de définition 


2975. Un domaine est limité par un parallélogramme de côtés 
y = 0, y = 2, y = 1/2x, y = 1/2xz — 1; la frontière est exclue. 
Se donner ce domaine par des inégalités. 

2976. Se donner par des inégalités le domaine de définition limité 
par les paraboles y = z° et x = y* (frontières comprises). 

2977. Se donner par des inégalités le domaine de définition 
ouvert constitué d’un triangle équilatéral dont un sommet est 
à l’origine des coordonnées, les côtés respectivement égaux à a et 
tels que l’un deux est dirigé suivant l’axe positif Oz (le triangle est 
contenu dans le premier quadrant). 

2978. Se donner par des inégalités le domaine de définition 
limité par un cylindre circulaire infini de rayon R (les frontières 
sont exclues) et un axe parallèle à Oz et passant par le point (a, b, c). 

2979. Se donner par une inégalité le domaine de définition 
limité par la sphère de rayon R centrée au point (a, b, c) (frontière 
comprise). 

2980. Les sommets d'un triangle rectangle sont contenus à l’in- 
térieur d’un cercle de rayon À. L'’aire S de ce triangle est une fonc- 
tion des côtés de l'angle droit x et y: S = œ (x, y). Trouver le do- 
maine de définition de la fonction S$ = œ (x, y). 

2981. Dans une sphère de rayon R on inscrit une pyramide de 
base rectangulaire dont le sommet se projette orthogonalement sur 
le point de concours des diagonales de la base. Le volume V de la 
pyramide est fonction des côtés x et y de sa base. La fonction V est- 
elle univoque? Ecrire son expression analytique et trouver son 
domaine de définition. 
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2982. Un tableau carré est partagé en quatre cases carrées; 
deux blanches et deux noires, comme l'indique la fig. 57. Le côté 
de chaque case est égale à l'unité. 
On considère un rectangle dont les 
côtés z et y sont parallèles aux bords 
du tableau et dont un sommet coin- 
cide avec le coin gauche inférieur. 
L'aire de la partie noire du rectangle 
est une fonction de x et y. Trouver 
son domaine de définition. Exprimer 
analytiquement cette fonction. 

Trouver le domaine de définition 
des fonctions indiquées. 


2983. 2 1-5 À. 


v 
etetet 


se 


€ CA 
2984. =: — 1n(y2— 4x +8). Fig. 57 
Â =——— — 
2985. PT RE 2e 2986. 2=Vz+y+Vr-y. 
es 1 1 Le. ._ _y—A1 
2987. : Ve = . 2988. = — arcsin — + 


2989. z=lnxy. 2990. :=/ r—Vy. 
2991. z—arcsin HUE + arcsec (r° + y?). 


4 
__ Var ERNEST 
2992. 2 In (4222) 2993. z — tp" 
a 
2994. y in VAR 
2995. z=—ctgn(r+y). 2996. z = V sin x (1? + y°). 
2997. z=V rsin y. 2998. 5: — In x —Insin y. 


2999. z— In {zx ln (y—zx)]. 3000. z = arcsin [2y (1 + 7?) —1]. 
OO É  — 


D 5 2 1 
3002. EE —. (R> r). 


Limite. Fonction continue 


Trouver les limites des fonctions en supposant que les variables 
indépendantes tendent arbitrairement vers leurs valeurs limites. 


3003. lim—"### 3904. lim V +11 
x—0 V'22+y2+1—1 x—0 T° + y" 
y—0 y—0 
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3005. lim SH) | 3006. lim 1=25 57) 


x=0 2°+Y* x0 (22+ y?) x2y? 
y—Ù y—0 
en 
x2+y° , 
3007. lim <——— . 3008. lim({—+zr2y2) +7 : 

x—0 ai + y 60 ( y ) 

y—0 y—0 

T+y 


3009. Montrer que la fonction u ==, lorsque z—0, 


y —+ 0, peut tendre vers une limite quelconque (selon la manière 
dont x et y tendront vers 0). Citer des exemples de variation de zet y 
tels que a) lim u = 1; b) lim u = 2. 

3010. Trouver les points de discontinuité de la fonction z — 


= — Etudier le comportement de cette fonction au voisinage 
du point de discontinuité. 
3011. Trouver les points de discontinuité de la fonction 
1 
7 sinrnz+sin?sy 
3012. Etudier la discontinuité de la fonction = F-27 


Z—y" 
3013. Etudier la discontinuité de la fonction z2=—1+ 
! Sin T7 
+ Sin y —. 
3014. Etudier la discontinuité de la fonction = LE. 


3015*. Etudier la continuité des fonctions ge z= 0 et y =0: 


1) f(x, v)= ET f(0, 0)=0. 2) f(x, = FFF ag : / (0,0) 0. 
3) f(x, ÿ= Fr f(0,0)=0. 4) f(x, DATES f (0, 0) =0. 


9) f(x; =; f(0, 0)—0. 6) f(x, y)— a: f (0, 0) —0. 


Courbes et surfaces de niveau 


3016. On considère la fonction z = f (x, y) = Pau . Cons- 


truire les courbes de niveau de cette fonction pour z = 1, 2, 3, 4. 

3017. La fonction z = f (x, y) est définie comme suit: au point 
P (x, y) elle est numériquement égale à l’angle sous lequel on voit 
de ce point un segment AB situé dans le plan Ozxy. Trouver les courbes 
de niveau de la fonction f (x, y). 

Tracer les courbes de niveau des fonctions indiquées en faisant 
varier z de —5 à +5 par valeurs de 1. 

3018. z = zy. 3019. z = r°y + x. 


3020. z=y(rt+ 1) 3021. : = #1 
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3022. Construire les courbes de niveau de la fonction z — 
= (+ y)? — 2 (x? — y?) en faisant varier z de —1 à 3/2 par 
valeurs de 1/2. 

3023. Construire les courbes de niveau de la fonction implicite z 


définie par la relation (5) [(z — 5) + y] = (2)+ [(z+5)? + y?] 
en faisant varier z de —4 à 4 par valeurs de 1. 

3024. Construire les courbes de niveau de la fonction z donnée 
implicitement par la relation y? — 2° (zx — z) en faisant varier z 
de —3 à 3 par valeurs de 1. 


10 1 1 24816 


Fig. 58 


3025. Trouver les courbes de niveau de la fonction z définie 
implicitement par l'équation z2+ zinz+ y = 0. 

3026. On considère un point À dans l’espace. La distance d’un 
point variable M au point À est fonction des coordonnées du point M. 
Trouver les surfaces de niveau de cette fonction correspondant aux 
distances 14, 2, 3, 4. 

3027. La fonction u = f (x, y, z) est donnée comme suit: au 
point P (x, y, z) elle est égale à la somme des distances de ce point 
à deux points donnés: À (x, y:1, z) et B (za, Ye, z2). Trouver les 
surfaces de niveau de la fonction f (x, y, z). 

3028. Trouver les surfaces de niveau de la fonction 


Int+V ++ 
D —_—___—_———…—— . 
1—V z++2 
my 
3029. Trouver les surfaces de niveau de la fonction u — LE - 
3030. Trouver les surfaces de niveau de la fonction: 1) u — 
= DFE, 2) u = tg (2° + y° — 27°). 


U = 


13* 4195 


3031. Sur 1a fig. 58 sont représentées les courbes de niveau de la 
fonction z = f (x, y). Tracer le graphe des fonctions: 


1) z = f(x, 0); 2) z—=f(z, 4); 3) z—=f(1, y); 
4) z—f(—5,y); 95)z—=f(x, 3x2); 6) z=f(x, x). 


$ 3. Dérivées et différentielles des fonctions 
de plusieurs variables 


Dérivées partielles 


3032. Le volume v d'un gaz est fonction de la température et 


ion: v — ion —2—"— £ 
de la pression: v = f (p, T). L'expression As) est appelée 


coefficient moyen de dilatation du gaz pour une pression constante 
et une température variant de 7, à 7,. Quelle est l'expression du 
coefficient de dilatation pour une pression constante et une tempé- 
rature 7, donnée? 

3033. La température en un point donné À d'une tige Ox est une 
fonction de l’abscisse z du point À et du temps t: 60 = f (x, t). Quelle 
est la signification physique des dérivées 3 © Hi 

3034. L'’aire S du rectangle est égale au produit de la base b 


par la hauteur hk: S —bh. Trouver T., _ et interpréter géométri- 


quement les résultats obtenus. 
ue On donne deux fonctions : u=Wa?—z1? (a est constant) 


=V y 72. Trouver et —— . Comparer les résultats obtenus. 
Trouver les dérivées Re des fonctions données par rapport 


à chaque variable indépendante (zx, y,z,u, v,t, @ et w sont des 
variables) : 


3036. z2— r—y. 3037. z2— x°y — y°x. 
3038. 6 — on (a, b— constantes). 
._u n) ZI y 
3039. era Dr 3040. #2 
3041. z— (522y — ÿ° + 7). 3042. 2=zV y +57. 
y T 
3043. :—In(r+V1+y"). 3044. s=arctg—. 
3045. z—! , 3046. = 7. 
arctg Z 
TL 
3047. z = In (224 2). 3048. = In VHS 
n (zx?+ y?) VAR 
7 — n Va 5 re — — 
3049. z — arcsin Va 3050. z=— 1n tg d 
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3052. :—In[r+iny). 

3054. :—sin = cos +. 
y z 

3056. = = (1 + y)”. 

3058. z— 1". 

3060. u — zy + yz + 2z. 


3065. 


3067. 
3069. f(x, y)=1z+y—V 12 + y? au point (3, 4). 
. z2=in (+2) au point (1, 2). 3071. 2 (2r+y) tv. 


u=sin(r?+y?+zt). 


+ 
U—=ZT:. 


3073. z— xyesinnxu, 


3051. z—e 
3053 u=arctg/+®, 

U— D 

KA 

1\x 
3055 :=(-) 
3057. z—ryln(r+ty). 
3059. u = zyz. 
3061. u— V 12 + y? + 22. 
3062. u— 2° Lys + 3yr — x +z. 
3063. w = xyz + yzv + zx + vry. 
3064. u = ext +vi+:?), 
3066. u—In(r+y+:). 
3068. u = x’*. 
3070 
3072. z— (1 + log, x). 
1—V z+y 
3074. :— (1? ; 
(z HER 

3075. z=— arctg V x?. 


3076. =: — 


1—V zy 
1+V zy 


y 


.z=in tu +V 1 + (zy°? + yr°)]. 


3078 = 1-(#8) Es) )"+aresin . 
arctg Le 
3079. z=arctg (arctg + J 2) — _ —— — arctg + . 
é Ÿ arctg + 1 
3080 : 3081. u — arctg(r — y)". 


CET ETS 


. u= (sin x)/*. 


3083. u— In Va tE 
1+V ++ 


3084. ww — _ tg? (22y? + 3202 — zycv) + 1n cos (z°?y? + 21? — ryzv). 
__ cos (q—2) ôu 
3085. = age Jrouver (5) : 
Mae, 
3086. u=ŸV ar —bti. Trouver & et ‘ar ui 2=0, t= a. 
3087. z— 27 T7, Trouver _ et = pour z=y=0. 


1+sinz+siny 
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3088. u = V sin? r+sin?y+sin2:. Trouver (+) 


ch 
IL | 


0 
0 
x 


4 


3089. u—In({+z+y +2). Trouver u+u,;+u: pour z=y= 


ET — 


DE: 


LE PL 
3090. f(x, y)=z*y—y°x. Trouver | : 
\ 71 F1 x—=1 


y=2 


3091. Trouver la pente de la tangente à la coure À 


au point (2, 4, 9). 
3092. Trouver l'angle formé avec l'axe Oy par la tangente 


PAT 2 | 02 _ 
à la courbe ii + au point (1, 1, V3). 


3093. Trouver l’angle des courbes planes, intersection des sur- 


2 2 2 
faces s=n+ Let z = par le plan y = 2. 


Différentielles. Calcul approché 


Trouver les différentielles partielles des fonctions données par 
rapport à chaque variable indépendante. 


3094. z = zy° — 3x2y? + 2yt. 3095. z— V 12 + y. 

3096. z = —77— 3097. u— In (x°+2y—2). 

3098. 2=ÿ z+Y. Trouver d,z pour z—2, y—=5, Ay=0,01. 

3099. z=V'In ry. Trouver d,z pour x—1, y—=1,2, Az = 0,016. 

3100. u=p—<+Vp+a+r. Trouver d,u pour p=1, q=3, 
— 5, Ap—0,01. 


Trouver les différentielles totales des fonctions. 


3101. 5 — 22yf — y + riy2. 3102. :=- ln (x? + y?). 


3103. 21. 3104. z— arcsin —. 

T—7Yy y 
3105. z — sin (xry). 3106. :— arctg EE. 
3107. :=HÈÉ. 3108. s—arctg(zy). 8109. u y". 
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Applications numériques 


3110. Trouver la différentielle totale de la fonction z = x + y — 
— Vai+ y pour z—3, y—=4, Ar = 01, Ay = 0,2. 

3111. Trouver la différentielle totale de la fonction z — e*” 
pour z = 1, y —=1, Az = 0,15, Ay = 0,1. 


3112. Trouver la différentielle totale de la fonction z = —<7— 


LL — y? 
pour æ = 2, y — 1, Az — 0,01, Ay = 0,03. . 

3113. Trouver approximativement l'accroissement de la fonc- 
tion z — it lorsque x varie de z, = 2 à x, = 2,5 et y de y, = 4 
à Yo —= 3,9. 

3114. Trouver une valeur approchée de In (ÿ/ 1,03 + V 0,98 — 1). 

3115. Trouver une valeur approchée de 1,04°°2. 

3116. Trouver la longueur du segment de droite x = 2, y = 3 
compris entre la surface z = 2° + y? et le plan qui lui est tangent 
au point (1, 1,2). 

3117. Un corps pèse 4,1 g à 0,1 g près dans l’airet 1,8 gà 0,2 g 
près dans l’eau. Trouver son poids spécifique et évaluer l’erreur 
de calcul commise. 

3118. Le rayon de base d’un cône est égal à 10,2 + 0,1 cm, 
sa génératrice à 44,6 + 0,1 cm. Trouver le volume de ce cône et 
évaluer l'erreur commise. 

3119. Pour calculer l'aire S du triangle connaissant le côté a 
et les angles B et C on applique la formule 


ç= 1 2 sin B sin C 
ee sin(B+C) 


Trouver l'erreur relative ô$s affectant le calcul de S si lés erreurs 
relatives des grandeurs données sont respectivement Ô,, Ôôs, Ôc- 

3120. On considère un triangle dont un côté, long de 2,4 m, 
croît à la vitesse de 10 cm/s tandis qu’un autre côté, long de 1,5 m, 
décroît à la vitesse de 5 cm/s. Sachant que l'angle de ces côtés est 
de 60° et qu'il croît à raison de 2° par seconde comment et à quelle 
vitesse variera l’aire de ce triangle? 

3121. Les rayons de base d’un cône tronqué sont respectivement 
R = 30 cm, r = 20 cm et la hauteur À — 40 cm. Trouver l’accrois- 
sement du volume du cône lorsque À croît de 3 mm, r de 4mm 
et À de 2 mm. 

3122. Montrer que lorsqu'on calcule la période 7 d'oscillations 
d'un pendule à l’aide de la formule 


3 
T=7x v + . 
£ 
où l'est la longueur du pendule, g l'accélération de la force de pesan- 
teur, l'erreur relative commise est égale à la demi-somme des erreurs 
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relatives affectant les grandeurs Zet g (les erreurs sont supposées 
relativement petites). 

3123. Exprimer l'erreur commise en calculant le rayon r de l’arc 
de cercle AB (fig. 59) à l’aide de la corde 2s et de la flèche p, en 


Fig. 59 


fonction des erreurs ds et dp. Evaluer dr pour 2s — 19,45°cm + 
+ 0,5 mm, p = 3,62 cm + 0,3 mm. 


$ 4. Différentiation des fonctions 


Fonction composée 


3124. u—e*-2, où r—sin 4, y—À, x =? 
3125. u—2+ y+zy, z=sint, y=e; =? 


3126. z—arcsin(r—y), x =, y=4t; =? 


‘ < ÿ oz 0 
3127. z—r2y—y?r, où r—ucos v, y=usinv; ==? = —? 


ou Ov 
+ u 0z = 
a — ,— ms — . es, à ms 
3128. z—r?iny, x=—, y = 3u — 2v ; en pm 


3129. u—In(e"+er); Æ—? Trouver , si y. 
3130. =: — arctg (xy) ; trouver =, si y—e*. 


PE: WT | du 
3131. u— arcsin—, où c=Vr Hi; ==? 


3132. z—tg(3t+ 21? — y), 1=—., y—=Vt, LE? 


3133. u= 2, y=asinxz, 5: —COST; =? 
3134. 2 — Harry ITU), ge 9 
Zz+y 
EE, oz : 
3135. z=(1?+y)e oi d : =? ne dz = 
03 9 
3136. z2—f(r7— y, e°?); = =? =? 


200 


3137. Montrer que la fonction z=arctg—, OÙ x—u+v, y— 
U—U 
Hu ° 
3138. Montrer que la fonction z—œ(r?+y?), où (u) est une 
fonction différentiable, vérifie la relation y Ex SE =0. 


3139. On donne u=sinxr+F(siny—sinzr),; montrer que + X 


à ap: . 0z dz 
—=u—v, vérifie la relation ts 


X cos x cos y = cos x cos y quelle que soit la fonction diffé- 
rentiable F. 

3140. On donne =; montrer que _ 
quelle que soit la fonction différentiable f. 


3141. Montrer que la fonction différentiable homogène de 
degré 0 z=F (+) (cf. exercice 2961) vérifie la relation z + 
Co) 
+yr=0. 
3142. Montrer que la fonction homogène de degré k: u=1"Ex 


ds À 0: z 
æ Ty y 


XF (= +) . où F est une fonction différentiable, vérifie la re- 


: ou ou du 
lation Tor TV ti hu. 
3143. Même problème pour la fonction u = r5 sin + +3 =; 


3144. On donne une fonction différentiable f (x, y). Montrer 
que si l’on remplace les variables x et y par des fonctions de X et Y 
linéaires et homogènes, la fonction F (X, Ÿ) ainsi obtenue est liée 
avec la fonction donnée par la relation 


af 6 __… 0F + 6F 
Da te 


Fonctions données implicitement 
et paramétriquement 


Trouver Ja dérivée % des fonctions implicites. 
3145. z°y — y°r = af. 3146. z°y° — 2 — yf = af. 
3147. re! + ye* — ee“ = 0. 3148. (2° + y°)? — 

— a (x — y) = 0 
3149. sin (xy) — e*v — 2°y — 0. 3150. x5 + y — ai. 
3191. zy — 1n y = a. 3152. arctg Es — L = 


3153. yr° = e”. 3154. ye* + e! = 0. 3155. y* = zx”. 


3156. F (x, y) = F (y, x). Montrer que la dérivée par rapport 
à z peut être exprimée au moyen d’une fraction dont le numérateur 
se déduit du dénominateur par permutation des variables y et zx. 


3157. Soit z1x?+y2—4r—10y+4—0; trouver 5. pour z=—6, 


y—2 et pour z—6 et y—8. Interpréter géométriquement les 
résultats obtenus. 


3158. Soit zty + zy* — ax?y? = a ; trouver LL pour r=y—=a. 
3159. Montrer que z?y + 12+y2—1 —0 RU : 


OR he 
a Vs 
3160. Montrer que a+b(r+y)+cry—m(rz—y) entraîne: 
dz _ dy 
A 
0z 
3161. E+ÈtE ; =? 77 =? 
oz oz 
3162. Er —4x+2:—5—=0; =? a 
dz = 
3163. 5° + 3xys — a° ; æ Gr: 
3164. e° — zyz —0 ; — = 2 —? on 


3165. Montrer que quelle que soit la fonction différentiable 
la relation @(cx—az, cy—bz) —0 entraîne: 


oz ôz 
BE do 
3166. On a F(zx, y, 5) —0. Montrer que 
Ôz 4 ..  Oy  0z 0x 


3167. Trouver la différentielle totale de la fonction z définie 
par l'équation cos? x + cos? y + cos? z — 

3168. Une fonction z est donnée par les équations paramétriques 
z=u+v,y=u—v, 2 = uv. Exprimer z en fonction de x et y. 

3169. On donne z = u + v, y = u? + vw, z = u*+ v*. Expri- 
mer z en fonction de zx et y. 

3170. On donne x = u cos v, y = usinv; z = kv. Exprimer z 
en*fonction de x et y. 


Ex primer dz en fonction de x, y, z, dx et dy des fonctions données 
par les équations paramétriques. 


3171. =, y = —— , Z=uv. 
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3172. z=Va (sin u + cos v), y = Va (cos u — sin v), 
z = À + sin (u — v). 

3173. z=u+v, y=u—v, z = uv. 

3174. x = u cos v, y = u sin v, z = ui. 

3175. x = v cos u — u cos u + sinu, y = vsin u — 


u sinu —Ccosu, z — (u — uv). 

3176. x — e* cos v, y = e” sin v, z — uv. Exprimer dz en fonc- 
tion de u, v, dx, dy. 

3177. Les relations u = f(x, y), v = F (x, y), où f et F sont 
des fonctions différentiables de z et y, définissent x et y comme des 
fonctions différentiables de x et v. Montrer que 

Ou dv Ou Ov Oz Oy Oz dy\ 
(x) (Se a 0 2e De 

3178. Entre les fonctions u et v de x, y et z on a les rela- 

tions uv—3z—2y+3, v—=1/+ y? +2. Montrer que 


Ou du ou 
Tr TV +2 0 


3179. Soient y—f(z, 1), F(x, y, t)—0. Vérifier que 
ôf 0F  df 9F 


dy 0x ôt ot 0x 
dx  df 9F 9F 


ot ôy ot 
3180. Soient f(x, y, z)—0, F(zx, y, z)—=0. Vérifier que 


S$ 5. Différentiation successive 


&z æ 

3181. y = 2° + xy2 — 5zy° + y$. Montrer que — ET = 
sn Oz __ Oz 

3182. = zx". Montrer que 05 = De” 


ox - Oz __ dz 
3183. 5: —e* (cosy +zsiny). Montrer que roi dyde 


93: dés 
0y20r  Ozôy? | 
Calculer un : _ et _ des fonctions données. 
3185. = VERS. 3186. z—In(r+V 1° +y). 


3187. z = arctg — = ; 3188. z— sin? (ax + by). 


3184. z=arctg +. Montrer que 


203 


3189. z— exe, 3190. z— 77. 


Z+.y 
3191. z—yiz. 3192. : — arcsin (zry). 
EE  — æ 
3193. u—V 12+y2+22— 2x ; ro —? 
2 . 2 … 
3195. = Er RE = % 3196. z—sin ry; =? 
Xy=. uw = _eMmnsD déc " 
3197. w—= e*Ÿ , ad LE U= ZT y 20: dx dyS 02 


3199. z—In(e*+e”); montrer que += et que 
d2z d°z d2z ): 2 


ee. Ôx y 
3200. De += 0. 
3201. vs montrer que + _— Ë =(. 
3202. UT: montrer que _ noire ZE SE = = (. 


3203. r —V r2+y2+7; montrer que 
& (nr) 1 


dr Fe G2r &r __2 d° (In D). 82 (In (nn eur 
0x? dy? 022  _r oz? dy= dE 1° 


3204. Pour quelle valeur de la CORRE a la fonction v— 
= 13 +azy? vérifie-t-elle l'égalité + TE = 0 ? 


PR LP 
3205. z — TE ass * Montrer Que ir =. 
1 1 | 
3206. v — — + Tee +=; montrer que 
Œv dv dv dv dv 
D | —(). 
motor tot ++) 0 
3207. z—f(x, y), E—x+y, n—=z—y. Vérifier que 


Es, # 
O7? Oy2 dm 
3208. v=—zin(rtr)—r, où r°—=z12+ y. Montrer que 
dv dv _ 1 
or Toy  z+r 
3209. Trouver l'expression de la dérivée seconde de la fonction y 
donnée implicitement par l'équation f (x, y) = 0. 
_ dy 
3210. y—p(r—at)+wb(r+at). Montrer que TE = Ee 
les que soient les fonctions deux fois différentiables q et 1. 
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quel- 


3211. u—p{r)+ÿ(y)+(xz—y) (y). Vérifier que 
ox dy dy 
(œ et + sont deux fois différentiables). 
92 1 9z z 


ro es 1 : 
3212. 5—yp(rx?—y). Vérifier que do a (q est 


une fonction différentiable). 


3213. r—1p(r+y)+yt(r+y). Montrer que 
d2r Or d?r 
Or 2 ox 0y ge 72 SL 


(p et Ÿ sont deux fois différentiables). 
3214. u=<[p(az+y)+v(ar—y)l. Montrer que 


3215. u=+ [g(r—y)+wp(z+uy)]. Montrer que 


— ( 2) 


ôx 0x dy? ” 
3216. u = re! + ye*. Montrer que 
Ou Su du Au 


0x3 | Oy3 me zou Ÿ y Ôr20y 
3217. u—e*V*. Montrer que 


du du | 
nn 0x dy 2x ASC 


3218. u— In EE. Montrer que 


0x3 + 0x? ôy Oz Oÿ  dpÿÿ y3 z$ 
Trouver les différentielles secondes des fonctions données. 
3219. z=rÿ— 71. 3220. z:—In(r—y). 
” _ 1 = — in2 
3221. z — EX PCAEPE 3222. z:—rsin?y. 


3223. = — et, 3224. u — xyz. 
3225. z=sin (2r+y). Calculer d?z aux points (0, x); (—+ +) - 
3226. u—sin(r+y+z); du—? 
2 2 22 | : 
3227. ue dal 02? 


3228. 2 — 3zxyz = a; d?z = ? 
3229. 3r°y° + 2zzy — 222 + 4zy° — 4 — O0. Calculer d°z au 
point (2, 4, 2). 
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Changement de variables 


3230. Transformer l'expression différentielle 
d'y dy 
Dar FAT gr + V 


en posant x = {/t. 
3231. Transformer l'expression différentielle 


y" — 4zÿ + y 


en posant zx = €. 
3232. Transformer se) différentielle 


A2) 4 T2 x À + ay 
en posant z = sin f. 
3233. Transformer l'expression différentielle LE + y en sup- 
posant que zx est fonction de la variable indépendante y. 


3234. Transformer l'expression y’y'"" — 3y"* en prenant y pour 
variable indépendante. 


3235. Exprimer yy” — 2 (y° + y'?) er fonction de v en sup- 
posant que y = — 
3236. Ecrire l'équation suivante en coordonnées polaires 


dy __2+y 


dz Z—y 
Les formules de passage des coordonnées polaires aux coordonnées 
cartésiennes sont z — Pp COS P, y —= P sin y. 
y” 


3237. Ecrire l’expression 4 — en coordonnées polai- 


3 
4+y2* 
res p, ®. 


3238. On donne une fonction z de x et y. Dans l’expression 


re procéder au changement de variables z—ucosv; 


y =uSin wU. 
e Lé 92 d? # 
3239. Ecrire l’opérateur de Laplace es en coordonnées 
polaires. 


3240. Ecrire l'expression — = Li TE 2 2 pe en coordonnées polai- 
res en supposant que z = & (p) depend de p et pas de ®. 


d2z d2z 
3241. Dans l'expression +2 x —— +— De , procéder au chan- 
u+v u—v u2 — p2 


gement de variables suivant: x — D Us à z2=" 


CHAPITRE XI 


APPLICATIONS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL 
AUX FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


$ 1. Formule de Taylor. 
Extrémums des fonctions de plusieurs variables 


Formule de Taylor 


3242. Soit f(x, y) = 2° + 2y° — zy; développer la fonction 
f(z+h, y + k) suivant les puissances de k et x. 

3243. Soit f (x, y) = 2° + y? — Gzy — 39x + 18y + 4; trouver 
l’accroissement de cette fonction lorsque les variables croissent de 
z=5ety=6à zx—5+h et y—=6+k. 

3244. Soit f(x, y) = y + EE — 25 + 3y — 4; trou- 
ver l'accroissement de cette fonction lorsque les variables croissent 
de z=14, y—2 à z—1+h, y—2+k. Calculer f (1,02) et 
f (2,03) en se limitant aux termes d'ordre 2. 

3245. Soit f (x, y, z) — Az + By? + CZ + Dzy + Eyz + Fzz; 
développer f (x + k, y + k, z + 1) suivant les puissances de k, k, L. 

3246. Développer la fonction z = sin x sin y suivant les puis- 


sances de (z — 2) et (y — 2} . Trouver les termes du premier 


et du second ordre ainsi que R, (le terme résiduel du deuxième 
ordre). 

3247. Développer la fonction z = x” suivant les puissances de 
(x — 4) et (y — 1) jusqu’au terme du troisième degré inclus. Appli- 
quer ce résultat au calcul de 1,1! sans recourir à une table. 

3248. Soit f (x, y) = e* sin y. Développer f (x + hk, y + k) sui- 
vant les puissances de k et k en se limitant aux termes du troisième 
ordre. Appliquer ce résultat au calcul de e°:1 sin 0,49x. 

3249. Trouver quelques premiers termes du développement de la 
fonction e* sin y en série de Taylor au voisinage du point (0, O). 

3250. Trouver quelques premiers termes du développement de 
la fonction e* 1n (1 + y) en série de Taylor au voisinage du'point (0, 0). 

Développer en série de Taylor pour x, = 0 et y, = 0 les fonc- 
tions données. 


a _ — TU 
8251. 2e —— 3252*. z = arctg 
3253. 5 —]In(1—x)1in(1—y). 
3254. = In 3255. z — sin (12+ y). 


207 


3296. 5 — e* cos y. 
3257. Trouver quelques premiers termes du développement sui- 


vant les puissances de z — 1, y — 1 de la fonction z donnée implici- 
tement par l'équation 


S +Lyz—xzy — © =0 


et égale à 1 pour x = 1 et y = 1. : 
3258. Etablir la formule approchée 


cos z 
cos y 


1 a 
A | — 7 (2° — y") 


pour les valeurs suffisamment grandes de |z{, | y |. 


Extrémums 


Trouver les points stationnaires des fonctions. 


3259. z = 22° + xy? + 51° + y*. 
3260. z — e** (x + y* + 2y). 
3261. z — zy (a — zx — y). 

3262. z = (2ax — 1°) (2by — y°). 


3263. = — sin x +siny+cos(rz+y) (0gr<—, 0<y<—). 


3264. 2H 3265. z=y Wir +r VTT. 
Tr y Vi+z+rVi+y 
3266. u — 22° + y°+22z — zy — x. 

3267. u — 3inz+2lny+5lnz<+Iln (22 — x — y — 2). 

3268. La fig. 60 représente les courbes de niveau de la fonction 
z = f (x, y). Etudier cette fonction aux points À, B, C, D et sur 
la courbe EF. 

3269. Soit une fonction implicite z définie par la relation: 
22? + 2y? + 7? + 8xz — z +8 — 0. Trouver ses points station- 
naires. 

3270. Une fonction z est définie implicitement par la relation 
5x? + 5y° + 52? — Dry — 2xz — 2yz — 12 = 0. Trouver ses points 
stationnaires. 

3271. Trouver les points d'extrémum de la fonction z = 2ry — 
— 3x° — 2z° + 10. 

3272. Trouver les points d'extrémum de la fonction z = 
= 4 (z— y) — 2 — y. 

3273. Trouver les porne d'extrémum de la fonction z = 2? + 
+ay+ÿ+z-y+i 

3274. Montrer que La fonction 2 = 2? + zy + y + — + — 


a 


présente un minimum au point zx = y = 53° 
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3275. Vérifier que pour x = V2, y = V2 et pour x = — V2, 
— — V2 la fonction z = 24 + y* — 22? — 4zy — 2y® présente 
un minimum. 
3276. Vérifier que la fonction z = 2° + y°® — 6xy — 39xr + 
+ 18y + 20 présente un minimum pour z = 5, y = 6. 


Fig. 60 


3277. Trouver les points stationnaires de la fonction z — 
= y? (12 — x — y) tels que z> 0, y >0 et déterminer leur 
nature. 

3278. Trouver les points stationnaires de la fonction z = 1° + 
+ y° — 3zy et déterminer leur nature. 


Maximums et minimums 


3279. Trouver le maximum et le minimum de la fonction z = 
= 2? — y* dans le cercle 2° + y? < 4. 

3280. Trouver le maximum et le minimum de la fonction z — 
— 2 + 2xy — 4x + 8y dans le rectangle compris entre les droites 

z=0,y=0,z—=1, y = 2. 

3281. Trouver le maximum de la fonction z = z1°y (4 — x — y) 
dans le triangle limité par les droites zx = 0, y = 0, x + y = 6. 

3282. Trouver le maximum et le minimum de la fonction 

z = ex°-u8 (22? + 3y?) 

dans le cercle 2° + y? < 4. 

3283. Trouver le maximum et le minimum de la fonction z — 
— sin z + sin y + sin (x + y) dans le rectangle O0 Lrz<ÏZ: 0 < 

PL A 


<Y< 3: 
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3284. Décomposer un nombre positif « en trois termes positifs 
tels que leur produit soit maximal. 

3285. Décomposer un nombre positif «a en un produit de quatre 
termes positifs tels que leur somme soit minimale. 

3286. Dans le plan Ozxy, trouver un point dont la somme des 
carrés des distances aux droites z = 0, y = 0, x + 2y — 16 — 0 
soit minimale. 

3287. Par le point (a, b, c) tracer un plan tel que le volume du 
tétraèdre découpé sur les axes de coordonnées soit minimal. 

3288. On donne n points: A; (2, Yi, 21)» - + +, An (Tnr Unr Zn)- 
Dans le plan Ozxry trouver un point dont la somme des carrés des 
distances à tous ces points soit minimale. 

3289. On donne trois points À (0, 0, 12), B (0, 0, 4) et C (8, 0, 8). 
Dans le plan Ozxy trouver un point D tel que la sphère passant par 
À, B,C et D possède un rayon minimal. 

3290. Inscrire un parallélépipède rectangle de volume maximal 
dans une sphère donnée de diamètre 2R. 


Extrémums liés 
Trouver les extrémums des fonctions. 
3291. z= 2" y" (m>1) pour zt+y=2 (x22>0, y > 0). 
3292. z — zy pour 2°? + y* = 2ai. 


. 1 1 1 Î Â 
3293. dE ra pour me. 


a? 


3294. 2= a cos? x + bcos y pour y—r=—. 


3295. u—xz+ytz pour +++ Et. 


1) z+y+z=5, 
3296. u — ryz pour { D be des 
3297*. Etablir la relation 
Ti+zi+...+z$ > (Het en je 


n n 

3298. Soit f (x, y) = z° — 3zxy? + 18y telle que 3r°y — y — 
— 6x — 0. Montrer que la fonction f (x, y) atteint un extrémum 
aux points z = y = + 

3299. Trouver le minimum de la fonction u = ax? + by? + czi, 
où a, b, c sont des constantes positives et zx, y et z tels que z + y + 
+2 = A, 

3300. Trouver le maximum et le minimum de la fonction u = 
— y? + 47? — 4yz — 2xz — 2ry sous réserve que 2x? + 3y° + 


3301. Dans le plan 3z — 2z — 0 trouver le point dont la somme 
des carrés des distances aux points À (1, 1,1) et B (2,3, 4) est 
minimale. 
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3302. Dans le plan x + y — 2z = 0 trouver le point dont là 
somme des carrés des distances aux plans x + 3z — 6 et y + 3z = 2 
soit. minimale. 

3303. On donne les points À (4, 0, 4), B (4, 4, 4) et C (4, 4, 0). 
Sur la sphère 2? + y* + z° = 4 trouver un point S tel que le volume 
de la pyramide SABC soit: a) maximal, b) minimal. Vérifier 
géométriquement par un moyen élémentaire. 

3304. Trouver le parallélépipède rectangle de volume donné V 
qui possède la plus petite surface. 

3305. Trouver le parallélépipède rectangle de surface donnée S 
qui possède le plus grand volume. 

3306. Trouver le volume du plus grand parallélépipède rectangle 
inscriptible dans un ellipsoïde de demi-axes a, b et c. 

3307. Une tente a la forme d’un cylindre coiffé d'un cône. 
Etablir entre les dimensions linéaires de cette tente les relations qui 
nécessitent le moins de tissu à sa confec- 
tion sachant que son volume est donné. 

3308. La section d’un canal a Ia for- 
me d'un trapèze isocèle de surface don- 
née. Comment choisir ses côtés pour que 
la surface mouillée soit minimale (fig. 61)? 

3309. Parmi les parallélépipèdes rec- 
tangles de diagonale donnée trouver Fig. 61 
celui dont le volume est maximal. 

3310. On désire construire une caisse ouverte (sans couvercle) 
ayant la forme d’un parallélépipède rectangle. Trouver les dimen- 
sions extérieures qui nécessitent le moins de matériel pour un volu- 
me Ÿ et une épaisseur des parois &« donnés. 

3311. Trouver le plus grand volume d’un parallélépipède dont 
la somme des arêtes est 12a. 

3312. Inscrire une ellipse donnée dans un triangle tel que sa 
base soit parallèle au grand axe et son aire soit minimale. 


3313. Sur l'ellipse . + 2 — 1 trouver le point le plus proche 


et le point le plus éloigné de la droite 3x + y — 9 = 0. : 

3314. Sur la parabole 2° + 2zy + y° + 4y = 0 trouver le point 
le plus proche de la droite 3z — Gy + 4 = 0. 

3315. Sur la parabole 21°? — 4xy + 2y? — x — y = 0 trouver 
le point le plus proche de la droite 9x — 7y + 16 = 0. 

3316. Trouver la distance maximale des points de la surface 


22° + 3y? + 2z° + 2rz = 6 


au plan z = (. 

3317. Trouver les côtés d’un triangle rectangle dont le périmètre 
soit minimal pour une surface S donnée. 

3318. Dans un cône elliptique droit dont les demi-axes de la 
base sont égaux à a et b et la hauteur à À est inscrit un prisme de 
base rectangulaire de telle sorte que les côtés de la base sont parallè- 
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les aux axes et l'intersection des diagonales de la base se trouve au 
centre de l’ellipse. Quels doivent être les côtés de la base et la hauteur 
de ce prisme pour que son volume soit maximal? Calculer ce volume. 
3319. Trouver une pyramide triangulaire régulière de volume 
donné dont la somme des arêtes soit minimale. 
+ 3320. Sur une ellipse on donne deux points; trouver un troisième 
point tel que le triangle de sommets les points indiqués possède une 
surface maximale. 


3321. Soit l'ellipse +41. Tracer la normale la plus 
éloignée de l'origine des coordonnées. 
3322. Sur l'ellipsoide de révolution + EE +p+r= 1 trouver le 


point le plus proche et le point le nlas éloigné du plan 3z+ 

3323. On donne les courbes planes f (x, y) = 0 et œ (x, y) = 0. 
Montrer que l'extrémum de la distance entre les points (œ, B) et 
(£, n) contenus respectivement sur ces lignes existe si sont réalisées 
les conditions suivantes: 


a—E _ - y=B : = 
ne (+). (SE). 
v=B y=n 


Appliquer ce résultat pour trouver la plus courte distance de l’ellipse 
23 + Dry + 5y? — 16y = O0 à la droite z + y —8 = 0 


$ 2. Courbes planes 
Tangentes et normales 


Ecrire les équations de la tangente et la normale aux courbes 
aux points indiqués. 

3324. y + y°xz — 3 — z°y? au point (1, 1). 

3325. a? (z4 + y) — x°y* — Jaf au point (a, 2a). 

3326. cos zy — x + 2y au point (1, 0). 

3327. 228 — 2y + 82° + 4zy — 5x — 3y + 6 — 0 à son point 
d’intersection avec l’axe Oy. 


Points singuliers 


Trouver les points singuliers des courbes. 


3328. y® = 1° (x — 1). 3329. di = (2 + y). 

3330. y° — ax? + bzr*. 3331. y? — x (x — a)°. 

3332. 29 y at. 3333. A+ yt—8r2—10y+ 16 —0. 
3334. A + 122 — Gy9 + 367? + 27y2 — 81 = 0. 


3335. 2° + y° + Sazy — 0. 3336. 2° EL y? = 2 + yt. 
3337. y — zIn zx. 3338. y? = sin° x. 3339. y? — (x — a). 
3340. z° = (y — r°}°. 


Enveloppes 


3341. Trouver l'enveloppe de la famille de droites y = ax + 
+ f (a). En particulier poser f (a) = cos a. 

3342. Trouver l'enveloppe de la famille de droites y = 2mzx + m*. 

3343. Par un point À (a, 0) on trace un faisceau de droites. 
Trouver l’enveloppe de la famille de normales aux droites de ce 
faisceau en leurs points d'intersection avec l’axe Oy. 

3344. Trouver l'enveloppe de la famille de paraboles y? — 
= a(xz — a). 

3345. Trouver l'enveloppe de la famille de paraboles azx° + 
+ ay = 1. 

3346. Trouver l'enveloppe de la famille de paraboles y = 
= di(xz — a). ° 

3347. Trouver l'enveloppe de la famille de paraboles semi-cubi- 
ques (y — a)° = (x — a}. 

3348. Trouver l’enveloppe de la famille de courbes z° -L ay? = af. 


3349. Trouver l'enveloppe de la famille d’ellipses _ + u = 1 


sous réserve que la somme des demi-axes de chaque ellipse soit 
égale à d. 

3350. Les rayons d’un cercle se projettent sur deux diamètres 
perpendiculaires, puis sur les projections qui sont prises comme 
demi-axes on construit des ellipses. Trouver l'enveloppe de la famille 
d’ellipses obtenue. 

3351. Trouver l’enveloppe de la famille de cercles centrés sur 
la parabole y — bzr° et passant par son sommet. 

3352. Une droite se déplace de telle manière que la somme des 
segments qu’elle découpe sur les axes de coordonnées reste constante 
et égale à a. Trouver l'enveloppe de la famille de droites obtenues. 

3353. Trouver l'enveloppe d’un diamètre d’un cercle de rayon R 
roulant sans glisser sur une droite donnée. 

3354. On considère une famille de cercles dont les diamètres 
sont les cordes d’un cercle de rayon À parallèles à une direction 
donnée. Trouver l'enveloppe de cette famille de cercles. 

3355. Une droite se déplace de manière que le produit des seg- 
ments qu'elle découpe sur les axes de coordonnées reste égal à une 
constante a. Trouver l'enveloppe de cette droite. 

3356. Montrer que toute courbe est enveloppe d’une famille de 
ses tangentes. 

3357. Montrer que la développée d’une courbe est l'enveloppe 
d'une famille de ses normales. Montrer que la développée de la para- 
bole y° = 2pzx est le lieu géométrique des centres de courbure et 
l'enveloppe de la famille de normales. Comparer les résultats. 
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3358. Montrer le théorème: si une courbe (4) est l'enveloppe 
de la famille de droites x cos £ + y sin t — f (t) = 0, alors la déve- 
loppée de la courbe (4) est l'enveloppe de la famille de droites 
—3 siné + ycost—f (1) = 0 


—> 
3359. Le rayon vecteur OM d'un point arbitraire M de l'hyper- 
bole équilatère zy = 1 est projeté sur les asymptotes de cette hyper- 
bole. Trouver l’enveloppe des ellipses admettant pour demi-axes 
— 


es projections de OM. 


$ 3. Fonction vectorielle d’un argument scalaire. 
Courbes gauches. Surfaces 


Fonction vectorielle d'un argument 
scalaire 


ah Etablir les formules ” différentiation 


dv du 


d d 
(uv) = u TEE L(uxv=ux = 


a Ta XV: 


où x et v sont des fonctions vectorielles de l'argument scalaire £. 
3361. Soit r = r (ft). Trouver les dérivées 


d , 9. d dr \. d dr \. d dr dr 
a) FD) Tr): (rx): d (re). 
Er dr -  d'r 
3362. Montrer ne les vecteurs =, =, ..., 


colinéaires si 7 (t) et Je sont quel que soit £. 


et » (£) sont 


3363. Montrer ne si la fonction 7 (t) est constante en module, 
e. |r | = const, quel que soit ft, alors + 1 7. (Interpréter géo- 


métriquement.) Traiter la réciproque. 
3364. On donne r = «a cos wt + b sin œt, où « et b sont des 
vecteurs constants. Montrer que 


1) rx = wa x b et 2) LE + ar = 0. 


3365. Montrer que si e est le vecteur unitaire de la direction 


de E, alors exde= EE. 
3366. Montrer que si r—aett+be-%t, où a et b sont des 
vecteurs constants, alors —- — or = (0. 


3367. Soit u = a(z, y, 2, t) à + B(x, y, 2,1) 3 + vx, y,z,t)Kk, 
où x, y et z sont fonctions de £. Montrer que 


du du du dr ou dy Ou dz 
= x To dt dy dd T à dt” 
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3368. Soit r —Tr(u), u—p(x). Exprimer les dérivées 


gr SLELER et dr en fonction de or Pr 
“dz * dr? dz3 du ? du?’ dus * 


3369. Montrer que si la fonction vectorielle > = + (t) est telle que 
= — à, où & = const, alors l’hodographe de la fonction r (t) 
est un rayon issu du pôle. 

3370. Soit une fonction r (t) définie, continue, dérivable dans 
l'intervalle J£,, t&{ et telle que r (£,) = r (t.). Appliquer le théorème 
de Rolle à la fonction a -r, où a est un vecteur constant quelconque. 
Interpréter géométriquement. 

3371. Soit le rayon vecteur r{a sin {, —a cos t, b{®} d’un point 
mobile dans l’espace (t est le temps, «a et b des constantes). Trouver 
l'hodographe de la vitesse et de l'accélération. 

3372. Trouver la trajectoire eu mouvement d'un point dont 

r 


H =axr où «a est un vecteur 


le rayon vecteur vérifie la condition 


constant. 

3373. Un point matériel est animé d’un mouvement défini 
par la loi > = vot + 1/2gt° (r est le rayon vecteur de ce point à l'ins- 
tant £, v, et g des vecteurs donnés). Montrer que: 1) l'énergie ciné- 
tique du point matériel est une fonction du second degré en #; 
2) v, est la vitesse initiale (i.e. la valeur du vecteur vitesse à la date 
t = 0); 3) l'accélération du mouvement est constante et égale à g; 
4) la trajectoire du mouvement est une parabole (si seulement les 
vecteurs v, et g ne sont pas colinéaires) dont l'axe est parallèle 
au vecteur g. 

3374. Un point matériel est animé d’un mouvement d'équation 


r=acost+bsint<+e, 


où les vecteurs & et b sont perpendiculaires. Trouver la trajectoire 
du mouvement. À quelles dates la vitesse du mouvement sera-t-elle 
maximale? A quelles dates l’accélération sera-t-elle maximale? 

3375. Les formules de passage des coordonnées cartésiennes 
aux sphériques s’écrivent z = p sin 6 cos @, y = p sin 0 sin q, z — 
= p cos 8, où p est la distance du point donné au pôle, 0 la latitude, 
o l’azimut ou la longitude. Trouver les composantes de la vitesse 
d’un point matériel sur les directions des vecteurs orthonormés 
Epr €0: Eœ- 


Courbes gauches 


Ecrire l'équation de la tangente et de la normale aux courbes 
données aux points indiqués. 
4 3 2 
3316. ? (=. —; +) en un point quelconque. 


3377. La courbe x —acosp, y—asin , = au point 
a/2 av 2 k 

2 + 2 8 
la tangente fait le meme angle avec l'axe Oz. 

3378. rx —at, y= rat à = + ab au point (6a, 18a, 72a). 


=). Montrer qu'en tous les points de cette courbe 


3379. x—t—sint, y—1Â1—cost, c=4sins au point (n/2—1, 


1, 2V 2). 

3380. y? + z° — 25, x° + y? — 10 au point (1, 3, 4). 

3381. 2x + of + 27 = 47, x° + 2y° = z au point (—2, 1, 6). 

3382. 2° + Ci = me x = y au point (Zo, Yo: Zo)- 

3383. r° + z° 3 y + = D un point quelconque. 

3384. Sur la re r{cos t, sin t, e‘} trouver le point en lequel 
la tangente est parallèle au plan V3 z+y—4A4—=0. 

Ecrire les équations du plan osculateur, de la normale principale 
et de la binormale aux courbes données aux points indiqués. 

3385. y® = zx, x° — z au point (1, 1, 1). 

3386. x° — 2az, y° — 2bz en un point quelconque. 

3387. r {e‘,et,1 V2} au point (e,e-!, V2). 

3388. Montrer que les tangentes, les normales principales et les 
binormales à la courbe 7 {e‘ cos t, e‘ sin t, e‘} font des angles cons- 
tants avec l'axe Oz. 

Ecrire les équations de la tangente, du plan normal, de la binor- 
male, du plan osculateur, de la normale principale et du plan recti-” 
fiant aux courbes données aux points indiqués. 

3389. x — 14, y — 1 — 1, z— 1 au point (1, 0, 1). 

3390. x? + y° + z° — 3, 1° + y* = 2 au point (1, 1, 1). 

3391. r {sint, cost, tgt} au point (2 | es 1 

3392. r {# — 12— 5, 3 + 1, 215 — 16} au point correspon- 
dant à la valeur { = 2 du paramètre. 

3393. Montrer que la courbe r {2t + 3, 3t — 1, 1°} admet en 
tous ses points le même plan osculateur. Interpréter géométrique- 
ment. 

3394. Montrer que la courbe 


r {at +bit+o, at + bot + Co, ast° + bat + cs} 


est plane et écrire l'équation du plan qui la contient. 
3395. Trouver le rayon de torsion de la courbe r {cos #, sin f,ch£}. 
3396. Trouver le rayon de courbure de la courbe r {In cost, 


In sin £, V' 2t}, 0<i< . . Montrer que la torsion est égale à la 


courbure en tout point de cette courbe. 
7 3397. Montrer que le rapport de la courbure à la torsion est 


constant en tout point de la courbe r {et cost, e' sint, et} (voir 
exercice 3388). 
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3398. Comment s'exprime la courbure de la courbe gauche 
définie par les équations y = (x), z = 1 (x)? 

3399. Exprimer les vecteurs %, V1, B, en fonction des dérivées 
du rayon vecteur 7 = r ((i). 

3400. Exprimer chaque vecteur 7T,, v:, B, en fonction de deux 
autres. 

3401. Trouver un vecteur @ (s) (vecteur de Darboux) vérifiant 
les conditions 


dx: ’ dv: 
de DAME 


Longueur d'un arc de courbe gauche 


Trouver la longueur de l’arc des courbes. 
3402. r {2t,Int,t} de t = 1 à & = 10. 
3403. r {a cost, a sin ?, a In cost} du point (a, O0, 0) au point 


(42 ae — 4 m2). 


3404. r {e' cos t, e' sin t, et} du point (1, 0, 1) au point corres- 
pondant à la valeur £ — 2 du paramètre. 

3405. z° = 3y, 2zy = 9z du point (0, O0, O0) au point (3, 3, 2). 

3406. z° — 2ax, 9y? = 16zz du point (0, O0, 0) au point (2a, 
8a/3, 2a). 

3407. 4az = (y + z)°, 4zx° + 3y° = 37° de l'origine des coor- 
données au point (zx, y, 2). 


Li 


3408. y=YV 2ar—x?, z—aln a de l'origine des coordon- 
nées au point (x, y, 2). 

3409. y = a arcsin 2,z2= ln ET de l’origine des coordonnées 
au point (+: T., + In3) : 


Surfaces 


Trouver les équations des plans tangents et des normales aux 
surfaces données aux points indiqués. 

3410. z = 2x° — 4y° au point (2, 1, 4). 

3411. z = xy au point (1, 1, 1). 


=, 3 
3412. = Et au point (a, a, —a). 


3413. z—V 124 y? — xy au point (3, 4, —7). 
3414. = — arctg _. au point (1, 1, +) : 


z° y” 2 ; aV3 bV3 cV3 
3419. tt =1 au point ( TE HEC UE. <=) : 
3416. 2° + y + 25 + zyz — 6 — 0 au point (1, 2, —1). 


3417. 32% — 4yÿz + 4z°ry — 4z$x + 1 = 0 au point (1, À, 1). 
3418. (2°? — x?) zyz — y$ = 5 au point (1, 1, 2). 
3419. 4H VE +y +Fz=xz+ytz au point (2, 3, 6). 
a Montrer que l'équation du plan tangent à l'ellipsoïide 
22 
=+É +5 — { en l’un quelconque de ses points M, (to, Yo, Zo) 


a pour équation 
a Voy_ 202 LA 


3421. Mener à l'ellipsoïde Fe + 9 + z° = {À un plan tangent 
parallèle au plan x — y + 2z = (0. 


3422. Mener à l'’ellipsoide ÉHÉ+E = 1 un plan tangent 


interceptant des segments égaux sur les axes de coordonnées. 

3423. Montrer que les surfaces zx + 2y —Inz+4—0 et 
2°? — xy — 8x + z + 5 —= 0 sont tangentes (i.e. possèdent un plan 
tangent commun) au point (2, —3, fÂ). 

3424. Montrer que tous les plans tangents à la surface z — 
= 1 (2) se coupent en un point. 

3425. Ecrire l'équation du plan tangent et de la normale à la 
sphère r {u cos v, u sin v, V a? — u?} au point ro {zo, Yo: 2o}- 

3426. Ecrire l'équation du plan tangent et de la normale au 
paraboloïde hyperbolique > {a (u + v), b (u — v), uv} en un point 
quelconque {%5, Yo, 2o}- 

3427. Montrer que les surfaces 2° + y° + z° = ax et 2? + y? + 
+ z$ = by sont orthogonales. 

3428. Montrer que tout plan tangent à la surface xyz = a* forme 
avec les plans de coordonnées un tétraèdre de volume constant qu’on 
évaluera. 


3429. Montrer que les plans tangents à la surface V z + V y + 


+Vz=Va interceptent sur les axes de coordonnées des segments 
dont la somme est égale à a. 

3430. Ecrire l'équation du plan tangent à la surface z = xy 
et orthogonal à la droite ITS => 

3431. Etant donnée une normale à la surface 1° +yp+z=y 
montrer que le segment compris entre le point de contact et le 
plan xzOy est égal à la distance de l’origine des coordonnées à la 
projection de cette normale sur le plan zOy. 

3432. Montrer que la normale à l’ellipsoïide de révolution 
IE z° y? 


= 1 en l’un quelconque de ses points P (x, y, z) fait 


2% 
de angles égaux avec les droites PA et PB, où À (0, —4, 0) et 
B (0, 4, 0). 

3433. Montrer que les normales à la surface de révolution 


= f(VE + y) 


coupent l’axe de rotation. 
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3434. Mener à la surface x? — y? — 3z = 0 le plan tangent qui 
passe par le point À (0, 0, —1) et qui est parallèle à la droite = = 
y 


] JE 

3435. Sur la surface 2° + y? + z? — Gy + 4z = 12 trouver les 
points en lesquels les plans tangents sont parallèles aux plans de 
coordonnées. 

3436. Ecrire l'équation du plan tangent à la surface x = u + v, 
y = u® +, z=u* +uw en un point arbitraire. Exprimer les 
coefficients de cette équation en fonction: 

a) des paramètres us et Lo, 

b) des coordonnées x, Yo, Zo du point de contact. 

3437. Trouver le lieu géométrique des pieds des perpendiculai- 
res abaissées de l’origine des coordonnées sur les plans tangents au 
paraboloïde de révolution 2pz = 2? + y°. 

3438. Quel est le lieu géométrique des pieds des perpendiculaires 
abaissées de l'origine des coordonnées sur les plans tangents à la 
surface xyz = a. 


$ 4. Champ scalaire. Gradient. 
Dérivée suivant une direction 


Gradient 


3439. 1) Trouver les projections du gradient de % (x, y) = 
= 2? — 2zy + 3y — 1 au point (1,2). 

2) Trouver les projections du gradient de u = 52°y — 3zxy° + y 
en un point arbitraire. 

3440. On donne À) z = z° + y*. Trouver grad z au point (3, 2). 

2)z=V4+zx + y Trouver grad z au point (2,4). 

3) z — arctg <. Trouver grad z au point (xs, Yo). 

3441. 1) Trouver la plus grande pente de la surface z — 
= ]n (1° + 4y°) au point (6, 4, 1n 100). 

2) Trouver la pente maximale de la surface z = x” au point 
(2, 2, 4). 

3442. Dans quelle direction la variation de la fonction (x, y, z) — 
= x sin z — y cos z est-elle maximale à l’origine des coordonnées? 


3443. 1) On donne la fonction z — arcsin —— . Trouver 


l'angle entre les gradients de cette fonction aux points (1,1) et (3, 4). 
2) On donne les fonctions z = V 2° + yet z = x — 3y + V 3xy. 
Trouver l'angle des gradients de ces fonctions au point (3, 4). 
3444. 1) Trouver le point en lequel le gradient de la fonction 
z = In(xz + 1/y) est égal à à = 16/9j. 
2) Trouver les points en lesquels le module du gradient de la 
3 


fonction z = (1? + y?)2 est égal à 2. 
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3445. Etablir les relations suivantes (@ et w sont des fonctions 
différentiables, c une constante): 


grad (p + %) = grad @ + grad; grad (c + œç) = grad y; 
grad (cp) = cgradæ; grad (pp) = œ grad 4 + + grad y; 


grad (p") = nq"-" grad ;  grad [œ (p)] = œ’ (+) grad Ÿ. 
3446. z = q(u,v), u = Ÿ (x, y), v = CL (x, y). Montrer que 


grad = grad ++ grad v. 


3447. 1) u (x, y, z) = x°y?z’. Trouver la projection de grad uw 
au point (Zo, Yo» Zo)- 2) u (x, y, 2) = V 2° + y? + 23. Trouver grad u. 

3448. Montrer que la fonction u = ]1n (1? + y + z?) vérifie 
la relation u = 2 1n 2 — In (grad u)!. 

3449. Montrer que si zx, y, z sont des fonctions def, on a 


d d 
f(r, y, 2)=gradf. ©, 


où 7 = zè + yj + zk. 

3450. Appliquer la relation démontrée précédemment au calcul 
du gradient des fonctions: 

1)f=7r?; 2) f=lr]l; 3} f—=F(r); 4) f = (ar) (r); 
5) f = (abr); où «a et b sont des vecteurs constants. 


Dérivée suivant une direction 


3451. 1) Trouver la dérivée de la fonction z = 2 — 3r°y + 
+ 3zy? + 1 au point M (3,1) dans la direction du point (6,5). 

2) Trouver la dérivée de la fonction z — arctg zy au point (1, 1) 
dans la direction de la bissectrice du premier quadrant. 

3) Trouver la dérivée de la fonction z = z°y? — 2y° — 3y — 1 
au point (2, 1) dans la direction de l’origine des coordonnées. 

4) Trouver la dérivée de la fonction z — 1n (e* + eŸ) à l’origine 
des coordonnées dans la direction qui fait un angle &« avec l’axe 
des abscisses. 

3452. Trouver la dérivée de la fonction z = In (x + y) au point 
(1, 2) de la parabole y? — 4x suivant la direction de cette parabole. 


3453. Trouver la dérivée de la fonction z = arctg . au point 


(L: V3) situé sur le cercle x? + y* — 2x = 0 suivant la direction 
de ce cercle. 
3454. Montrer que la dérivée de la fonction z = — en un point 


quelconque de l’ellipse 21° + y? — 1 suivant la direction de la 
normale à l'’ellipse est nulle. 

3455. 1) Trouver la dérivée de la fonction u — zy? “+ 2° — zyz 
au point M (1, 1, 2) dans la direction formant avec les axes de coor- 
données respectivement les angles 60°, 45°, 60°. 
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2) Trouver la dérivée de la fonction w = zyz au point À (5, 1,2) 
dans la direction du point B (9, 4, 14). 

3456. Trouver la dérivée de la fonction u = z°y°z* au point 
A (4, —1,3) dans la direction du point B (0, 1, 1). 


2 2 2 
3457. Montrer que la dérivée de la fonction uw — _ + 2 + _ 
en un point quelconque M (x, y, z) dans la direction de l’origine des 


* 


coordonnées est égale à — = ,oùr= Va + y? + 22. 


3458. Montrer que la dérivée de Ia fonction u = f (x, y, z) dans 
la direction de son gradient est égale au module de ce gradient. 
3459. Trouver la dérivée de la fonction 


u=—+, où r— 2? + y + 7? 


dans la direction de son gradient. 


CHAPITRE XII 


INTÉGRALES MULTIPLES ET INTÉGRATION MULTIPLE 


$ 1. Intégrales doubles et triples 


3460. Une lame mince (dont on négligera l'épaisseur) est con- 
tenue dans le plan x0y où elle occupe un domaine D. La densité 
de la lame est une fonction du point y = y(P) = y(zx, y). Trouver 
la masse de la lame. 

3461. Sur la lame du problème 3460 est distribuée une charge 
électrique de densité surfacique ©6 = © (P) = oc (x, y). Trouver 
l'expression de la charge totale de la lame. 

3462. La lame du problème 3460 tourne autour de l'axe Or 
à la vitesse angulaire w. Trouver l'expression de son énergie ciné- 
tique. 

3463. La chaleur spécifique de la lame de l'exercice 3460 varie 
en vertu delaloic = c(P) = c (x, y). Trouver la quantité de chaleur 
reçue par la lame lorsque sa température passe de #, à #.. 

3464. Un corps occupe un domaine Q dans l’espace. Sa densité 
est une fonction du point y = y(P) = y(x, y, z). Trouver la masse 
de ce corps. 

3465. Dans le corps du problème 3464 une charge électrique est 
non uniformément distribuée. La densité de la charge est une fonc- 
tion du point Ô = Ô (x, y, z). Trouver la charge totale du corps. 


Evaluer les intégrales. 
3466. {| (x+y+10) do, D étant le cercle 22+y<4. 


D 
3467. j{ (x2+ 4y2+9) do, D étant le cercle 2? +y<4. 
D 
3468. | (z+y+i)do, D étant le rectangle 0&Sr<1, 0< 
D 
Ly< 2. 


3469. | Tea+ey— a) do, D étant le rectangle 0<r<1, 
D 
0<y<2. 
2 22 


3470. NE (z+y) do, D étant le carré 0Gr<2, 0<y<2. 
D 


3471. \Î (z+1) do, D étant le carré 0r<2, 0<y<2. 
D 


3472. || (e+—2V 2H +2) do, D étant le carré 0< 
D 


Li<2, 0OKy<2. 
3473. | (22+yÿ2— 47 4y+10) do, D étant le domaine limité 


D 
par l’ellipse 22+4y?2—2r—16y+13—0 (frontière comprise). 
3474. | | | (22+y2+ 2) du, @ étant la boule 22+y2+:2< R?. 
e 0 K 


3475. iIS (x+y+z) dv, À étant le cube z>1, y>1, z>1, 
Q 
zx LI, yLI, 3L3. 


3476. | ( (z+y—3+10) dv, R étant la boule 22+y+2<3. 
Q 
$ 2. Intégration multiple 


Intégrale double. Domaine rectangulaire 


Calculer les intégrales doubles étendues aux domaines rectangu- 
laires D définis par les conditions indiquées entre parenthèses. 


3477. | | sy dr ay OLrsi, 0<y<2). 
D 

3478. | L'esvaz dy Ori, 0Ly<1). 
D : 

- 3479. | PE dr dv Ori, 0<yxi). 

dx dy 
3480. ét Ogrisi, 0<y<1). 
3481. {rés OLr<i, 0<yci). 


D (A++)? 


3482. | | ssin(r+y)drdy (Ogre, 0<:<+). 
3483. | | z°ye" dx dy Ori, 0<y<2). 

D 
3484. j\ z2y cos (xy?) dr dy (oSr<— : 0<y<2) 


223 


Intégrale double. Domaine quelconque 
Trouver les limites de l'intégrale double (| f (x, y) dx dy éten- 


D 
due aux domaines d'intégration D indiqués (finis). 

3485. Le parallélogramme de côtés 
z=3,z=5, 3z—2y+4—=0, 3z—2y +1—0. 
3486. Le triangle de côtés x == 0, y = 0, x + y = 2. 
3487. 2 +ypÿ <L1i,z2>0, y > 0. 
3488. x + y Li, zx y<i, > (. 
3489. y > 2, y LA — ri. 


3490. r+É s 1. 3491. (x — 2) + (y — 3} L4 


3492. Le domaine D limité par les paraboles y = 2° et y = V x. 

3493. Le triangle de côtés y = x, y = 2x et zx + y — Ÿ 6. 

3494. Le parallélogramme de côtés y = zx, y=z+3, y = 
= —2xz +AÂ, y = —2x +5. 

3495. y — 2r LO0, 2y — zx > O0, zy 2. 

3496. y° < 8x, y L 2x, y + 4x — 24 KL 0. 

3497. Le domaine D compris entre l’hyperbole y? — x? = 1 et 
la circonférence x? + y? = 9 (il s’agit du domaine qui comprend 
l'origine des coordonnées). 

Intervertir l'ordre d’intégration 


17 Vy 1 Vi=xT 

3498. | dy | f(a, v)dr. 3499. | dz | f(x, y) dy. 
0 v —1 0 
r Vas y VV 

00. | dx À f(x, y) dy. 3501. | dx | f(x, y) dy. 
0 x -2 LEE Pre 
7 

2 2x 2 6—-x 

3502. fa | f(x, y) dy. 3503. | & | f(x, y) dy. 
2 x 0 2x 


3504. Intervertir l'ordre d'intégration et écrire les expressions 
PORREe sous forme d’une Rai res double : 
TT 


1) ja Î re nat [a | f (a, y) du 


2) EL y) dy + ( a f (x, y) dy; 
; As : VE 

3) (dr | f(e, pay+ | dr f (a, y) dy. 
0 0 1 0 


3505. Décomposer l'intégrale double | | Î (x, y) dx dy, où D est 


D 

le domaine des fig. 62, 63, 64, 65, en une somme d'intégrales 
doubles (le nombre de termes doit être minimal). Les figures 64 et 65 
sont constituées de droites et d’arcs de cercle. 


(2.3) (3,3) 


Calculer les intégrales indiquées. 
4 2x 


a Vx 2 in y 
3506. 1) | ar À dy: 2) {ar | L dy; 3) | ay | e dx. 
0 0 2 Î 0 


Es 


3507. \{ z$y? dr dy, D est le cercle 12?+y2< R?. 
D 


3508. | | (z° + y) dr dy, D étant le domaine limité par les 
paraboles y — 1? et y°— x. 

3509. [| £a dy, où D est le domaine limité par les droites 
zx = 2, pc l’hyperbole xy — 1. 

3510. {1 cos (z + y) dx dy, où D est le domaine limité par les 
droites ce 0 y=nret y = x. 
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3511. jivi — 2 — y* dr dy, D étant le quart de cercle 


D 
x? + y° 1 contenu dans le premier quadrant. 
3512. | | y VA — 2 — y dr dy, D est compris entre la 


D 
courbe 1° + y° = 1 et les axes de coordonnées. 

3513. Trouver la valeur moyenne de la fonction z = 12 — 2r — 
— 3y dans le domaine limité par les droites 12 — 2x — 3y = 0, 
z=0, y = 0. 

3514. Trouver la valeur moyenne de la fonction z = 2x + y 
dans le ie limité par les axes de coordonnées et la droite 
z+y=S 

3515. Trouver la valeur moyenne de la fonction z = x + 6y 
dans le triangle limité par les droites y = x, y = 5x et x = i. 

3516. Trouver la valeur moyenne de la fonction z=W R°—x°—y? 
dans le cercle x° + y° < R?. 


Intégrale triple 


Calculer les intégrales. 


1 D 3 a b e 
3517. (az | dy | az. 3518. [az | dy | (2+y+2d. 
0 0 0 0 0 0 
ja | a | jaæia 
3519. | dr | dy | zyz dz. 3520. | dx | dy | x°y°z dz. 
0 | 0 0 
e— 1 ex! X+V+ 1 
D(2—2z—Yy 
dus Le Le | ser à 
3522. [] Er : Q étant le domaine limité par les 


plans x=0,y—0,2—0,zr+y+:— 

3523. | | | xy dx dy dz, où Q est le domaine limité par le para- 
boloïde hyperbolique z = zy et les plans z + y — 4 et z—0 
( > 

39524. | | | y cos (z + x) dx dy ds, où Q est le domaine limité 

Q 


par le cylindre y = Vzet les plans y = 0, z = 0 et x + z = n/2. 
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$ 3. Intégrales en coordonnées polaires, 
cylindriques et sphériques 


Intégrale double 


Passer aux coordonnées polaires p et @ (x = p cos q, y = p sin q) 
dans l'intégrale double [ | f (x, y) dx dy et changer les limites d'’inté- 
"D 


gration. 

3525. Le domaine D est le cercle 1) x° + y << R°,2)2 +ÿ< 
az; 3) © +y< by. 

3526. Le domaine D est limité par les circonférences z° + y? — 
— 4x, x + y° = 8x et les droites y = x et y = 2z. 

3527. Le domaine D est l'intersection des cercles z° + y? < ax 
et x? + y? < by. 

3528. Le domaine D est limité par les droites 


y=2,y=0etzxz—= 1. 


3529. Le domaine D est le plus petit segment intercepté par la 
droite zx + y = 2 sur le cercle z? + y < 4. 

3530. Le domaine D est la partie intérieure de la boucle de droite 
de la lemniscate de Bernoulli. 

3531. D est défini par les inégalités x > 0, y > 0, (x? + y*} < 
< 4a°r°y*. 

Passer aux coordonnées polaires dans les intégrales doubles 


R  VRi-xi 2R  V2Ry-yi 
3932. | dx | f(x, y) dy. 3533. À dy | f(x, y) dz. 
0 0 R 


0 


2 


R VRAI 
3534. | az | f(a2+ y?) dy. 
0 0 
7 Rx R VRI= xt 
39535. | az | f(<)dy+ | dr | (+) dy. 
0 0 R 0 


VI+RE 
Calculer les intégrales doubles en passant aux coordonnées 
polaires. 


R  VRH:-x3 
3536. | dx | In (1 + 22 + y2) dy. 
0 


( 


à 1— 2 — y: F 2e PR 
3537. |) Try dx dy, où D est défini par les inégali- 


tés 2*+wp<i, r>0, y>0. 
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5. || (h — 2x — 3y) dx dy, où D est le cercle r?+y°< R?. 


EL f V'(R2— x? y?) dx dy, où D est le cercle 22+ y2< Rr. 


3540. ace à dy, où D est la région de l'anneau 


ty, Hp I, y>——, y<rV3. 


DES 


3541. Montrer par des raisonnements géométriques que si l’on 
transforme les coordonnées cartésiennes au moyen des formules 
z—=apcos y, y = bp sin p (a et b sont des constantes), l'élément 
d’aire s’écrira: 

do = ab p dp dy. 


Transformer les intégrales doubles en se servant du résultat de 
l'exercice précédent et en choisissant convenablement a et b. 


3542. [[ f(x, y), day, où D est limité par l'ellipse + 
D 


+ 4. 


o[<: 


3543. fit, y)dr dy, où D est limité par la courbe 
D 
(44) 22 
3544. 1: VE Et | dx dy, où D est la partie de Ja 


couronne elliptique limitée par les ellipse 


1, + 


+7 =1 et contenue dans le premier quadrant. 


3545. Calculer l’intégrale RE dr dy, où D est la partie 
D 


d'ellipse +=! contenue dans le premier quadrant. 


3546. Calculer l'intégrale i} V'zy dx dy, où D est le domaine 
D 


rè 


PIE 


limité par la partie de courbe (5 


premier quadrant. 
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Intégrale triple 


Ecrire l'intégrale triple | | | Î (x, y, :) dx dy dz en coordonnées 
Q 


cylindriques P, @, z (x = p cos @, y = p sin , z — z) ou en coor- 
données sphériques p, 0, @ (x = p cos sin 8, y = p sin psin 8, 
z — p cos 0) et changer les limites d'intégration. 

3547. Le domaine Q se trouve dans le premier octant et est 
limité par le cylindre z* + y* — R°et les plans z = 0,2 =1,y = x 
ety=rV3. 

3548. Le domaine Q est limité par le cylindre x + y° = 2x, 
le plan z = 0 et le paraboloïde z = z° + y*. 

3549. Q est la partie de la boule x? + y° + z° < R° située dans 
le premier octant. 

3550. Q est la région de la boule 2° + y* + z° < R? située à 
l'intérieur du cylindre (x° + y*)° = R° (zx — y*) (x > 0). 

3551. € est l'intersection des boules 


D+Hp+E<R et E+y+(z— RYŸ << RE. 


Calculer les intégrales en passant aux coordonnées cylindriques 
ou sphériques. 


1 1-x3 a 

3552. dx Fe dy dz. 
: V2x-x a 

39593 | di | dy | 2V + y dz 
0 ” 0 


3554. | d | dy | (22 + y?) ds. 


1 V1=xt V1-x2-ys 
3599. | dz | dy | Va +y+2d2. 
0 0 0 


3556. | | fe + y?) dx dy dz, où le domaine Q est défini par les 
Q 


inégalités 220, r° << 2° + y° + :° < R°. 


se dx dy dz 
35397. Ed  — — Ù 2 2? : 
5 | | ae co où ( est la boule 22+ y +:2<1 


dx dy ds : ; 2 
3558. | Î | PE» où © est le cylindre 22+<1, 


—1<2<1. 
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$ 4. Application des intégrales doubles et triples 
Volume d'un corps.l 


Trouver par une double intégration les volumes des corps limités 
par les surfaces données (tous les paramètres sont supposés positifs). 
3559. Les plans de coordonnées, les plans z = 4 et y = 4 et le 
paraboloïde de révolution z = 2° + y? + 1. 
3560. Les plans de FRORNORAerS, les plans z = a, y = b et le 
y® 
paraboloïde elliptique z = 2 En D 
3561. Le’ plan - — + TL + — = = 1 et les plans de coordonnées 


(pyramide). 
3562. Les plans y = 0, z=0, 3r ty = 6, 3x + 2y = 12 et 


z+y+z=c0C. 

3563. Le paraboloïde de révolution z = z° + y?, les plans de 
coordonnées et le plan x + y = 1. 

3564. Le paraboloïde de révolution z = z° + y*, les plans z = O0, 
y=1Â,y—=2ret y = 6 — 7x. 

3565. Les cylindres y =Vz, y—2Vzx et les plans z = 0 
et z+z—= 6. 

3566. Les plans de coordonnées, le plan 2x + 3y — 12 = 0 
et le cylindre z = y°/2. 

3567. Le cylindre z = 9 — y*, les plans de coordonnées et le 
plan 3x + 4y = 12 (y > 0). 

3568. Le cylindre z = 4 — 2°, les plans de coordonnées et le 
plan 25 +y=4 (x > 0). 

3569. Le cylindre 2y° = x, les plans _. + + + re = 1 et 
z =t(. 

3570. Un cylindre circulaire droit de rayon r ayant pour axe de 
symétrie l’axe des ordonnées, les plans de coordonnées et le plan 


E+het 
3571. Le cylindre elliptique a + y? = 1, les plans z = 12 — 
— 3x — 4y et z = 1. k 


3572. Les cylindres z° + y* = R*° et a + z° — R£. 
3573. Les cylindres z = 4 — y°, y = _. - et le plan z = 0. 


3574. Les cylindres 2° + y° = R°, z — FE et le plan z=0 
(z > 0). 

3575. Le paraboloïde hyperbolique z = 1° — y? et les plans 
= 0, =; : 

3576. Le paraboloïde ee LA z = zy, le cylindre y = V x 


et les plans zx + y = 2, y=0etz 
3577. Le paraboloïde z = x° + y”, le cylindre y = x° et les 


plans y = 1 et z = (0. 
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2 2 b 

3578. Le cylindre elliptique _ + = — 1 et les plans y = — 2, 

y—=0etz=0 (rz > 0). 
= a2—22— 4y° 

3579. Le paraboloïde z — — << et le plan z = 0. 

3580. Les cylindres y —e*, z—=e*, z—e—y* et le plan 
2:= "0; 

3581. Les cylindres y = In x et y = In? x et les plans z = 0 
et y + z = 1. 

3582*. Les cylindres z = In x et z=Iny et les plans z — 0 
et + y = 2e (x > 1). 


Fig. 66 Fig. 67 


3583. Les cylindres = Z+sinz, y—=zxz—-sinxz et z— 
= (cylindre parabolique dont les génératrices sont parallè- 
les à la droite z — y = 0, z = 0) et le plan z=0 (0 <z<n, 
y Z0). 

3584. La surface conique 2° = zy (fig. 66), le cylindre V x + 
+ Vy=1et le plan z = 0. 

3585. La surface conique 4y* — x (2 — :) (cône parabolique, 
fig. 67) et les plans z = 0 et x + z = 2. 

3586. La surface 3 — cos x-cos y et les plans z = 0, y = 0, 

= 0et x + y = 1/2. 

3587. Le cylindre x° + y? = 4, les plans z = 0,2 = x + y + 10. 

3588. Le cylindre z° + y* = 2x, les plans 27 —:—=0 et 
4x — 23 — 

3589. Le cylindre zx° + y* = R*°, le paraboloïde Rz = 2R° + 
+ z° + y? et le plan z = 0. 

3590. Le cylindre 2° + y* — 2ax, le paraboloïde z = IE 
et le plan z = 0. 


3591. La sphère z° + y* + z° = a° et le cylindre z° + y° — az 
(fenêtre de Viviani). 
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3592. Le paraboloïde hyperbolique z = < , le cylindre x? + y°— 
— axet le planz=0(z>0, y > 0). 

3593. Les cylindres 2° + y° = x et 1° + y° — 2x, le parabo- 
loïde z = x° + y° et les plans x+y=0, z—y—=0 et z: =0 

3594. Les cylindres 2° + y* = 2x, 2° + y* = 2y et les plans 
z = x + 2y et z = (. 

3595. La surface conique 2° = zxy et le cylindre (z° + y°)* = 2xy 
(c>0,y >0, z > 0). 

3596. L'hélicoïde («escalier en colimaçon ») z =  arctg _ : 


le cylindre z° + y* = R°et les plans x = 0Oetz = 0(x > 0, y > 0). 


Aire d'une figure plane 


Trouver par une double intégration l’aire des domaines indiqués. 
3597. Le domaine limité par les droites x = 0,y = 0,x+y= 1. 
3598. Le domaine limité par les droites y = y = 5x et x = 1. 
3599. Le domaine limité par l’ellipse = + 5 = À. 


a= 
2 
3600. Le domaine compris entre la parabole y* — = x et la 


: b 
droite y = ZT. 


3601. Le domaine limité par les paraboles y = Wzr, y =2V x 
et la droite x = 4. 

3602*. Le domaine limité par la courbe (x° + y*)* — 2azx*. 

3603. Le domaine limité par la courbe (x? + y?) = 2% + y*. 

3604. Le domaine limité par la courbe (r° + y°)? — 2a° (x° — y°) 
(lemniscate de Bernoulli). 

3605. Le domaine limité par la courbe 2° + y* = 2xry contenue 
dans le premier quadrant (boucle). 

3606. Le domaine limité par la courbe (x + y)* = xy contenue 
dans le premier quadrant (boucle). 

3607. Le domaine limité par la courbe (x + y)° — x°y° contenue 
dans le premier quadrant (boucle). 

3608*. Le domaine limité par la courbe 


1) (ES +4) =; 2) (= H)= + 


c® 9 
Volume d’un corps. Il 


Calculer par une triple intégration les volumes des corps limités 
par les surfaces données (les paramètres sont supposés positifs). 

3609. Les cylindres z = 4 — y° et z = y* + 2 et les plans zx — 
= —1 et x = 2. 

3610. Les paraboloïdes z — 2? + y* et z = 1° + 2y° et les 
plans y = zx, y = 2zr et x — 1. 
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3611. Les paraboloïdes z = x° + y* et z = 21° + 2y*, le cylin- 
dre y = z° et le plan y = x. 

3612. Les cylindres z = In (x + à et z= In (6 — x) et les 
plans z=0,x+y=2etz—y—=2 

3613*. Le Daraboloïde (z — 1)° + ° — zet le plan 2x + z = 2. 

3614*. Le paraboloïde z — x° + y* et le plan: =zx<+y 

3615*. La sphère z° + y° + z° — 4 et le paraboloïde z° - y° _ 
= 32. 

3616. La sphère z° + y* + z° — R°et le paraboloïde x° + y? — 
= R(R — 22) (z2> 0). 

3617. Le paraboloïde z = 2° + y* et le cône z° = xy. 

3618. La sphère 2° + y* + z? — 4Rz — 3R° et le cône 27° — 
= 4 (2° + y*) (on prendra la partie de la sphère contenue à l’inté- 
rieur du cône). 

3619*. (x? + y* + z2)° = a°r. 

3620. (z° + y° + z°)° = axyz. 


3621. (x° + y* + 7°) = az". 

3622. (2° + y° + 2) = 

3623. (1° + y° + 2°)° = a° (2° + y°)° 

3624. (z° + y*)° + zt = aÿz. 

3625. x° + y° + 2° = 1, 2° + y° + 2° = 16, 2° = 2° + y?, x — 
= 0,y—=0,:=-0(:220,y2>0,z> 0). 


Aire d'une surface 


3626. Calculer l’aire de la portion du plan 6x + 3y + 2z = 12 
contenue dans le premier octant. 

3627. Calculer l’aire de la portion de surface 2° — 2xy située 
au-dessus du rectangle contenu dans le plan z = 0 et limité par les 
droites z = 0; y = 0, x = 3, y = 6. 

3628. Calculer l’aire de la portion de cône z° = x° + y* découpée 


par le plan z = V2 (5 + 1} au-dessus du plan Oxy. 


Trouver l'aire des ‘portions de surfaces indiquées. 

3629. La portion de cône z° = 2° + y* interceptée par le cylin- 
dre z° — 2py. 

3630. La portion de cône y° + z° — x° contenue à l'intérieur 
du cylindre 2° + y° — R*. 

3631. La portion de cône y° + z° — x*° interceptée par le cylindre 
2° — y* = a* et les plans y = b et y = —b. 

3632. La portion de cylindre z° = 4x interceptée par le cylindre 
y* = 4x et le plan x = 1. 

3633. La portion de cylindre z = zy interceptée par le cylindre 
2° + y° = R*. 

3634. La portion de paraboloïde 2z = x° + y* interceptée par le 
cylindre x° + y* = 1. 

3635. La portion de sphère z° + y* + z° = a° interceptée par le 
cylindre 2° + y* — R? (R < a). 
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3636. La portion de sphère x? + y? + z? — R°? interceptée par le 
cylindre x? + y° = Rx. 

3637. La portion de sphère z° + y? + z° — R? interceptée par 
la surface (x + y°)* = R° (1° — y). 


3638. La portion de surface z — 2 


PE interceptée par les surfa- 
<es 2° + y° = 1, z° + y* = 4 et contenue dans le premier octant. 

3639. La portion de surface (x cos & + y sin &)° + z° — a° con- 
tenue dans le premier octant (a << x/2). 

3640*. Calculer l'aire de la portion du globe (on suppose que la 
Terre est sphérique et de rayon R = 6 400 km) comprise entre les 
méridiens q — 30°, @ = 60° et les parallèles 60 — 45° et 6 — 60°. 

3641. Calculer la surface totale du corps limité par la sphère 
2° + y* + z° = 3a° et le paraboloïde r° + y* — 2az (z > 0). 

3642. Les axes de deux cylindres égaux de rayon R se coupent 
: angle droit. Trouver l'aire de l’un des cylindres interceptée par 

’autre. 


Moments et centre d'inertie 


Trouver par une intégration double le moment statique des 
figures homogènes planes (densité y = 1). 

3643. Un rectangle de côtés a et b par rapport à un côté a. 

3644. Un demi-cercle par rapport au diamètre. 

3645. Un cercle par rapport à une tangente. 

3646. Un hexagone régulier par rapport à un côté. 

3647. Montrer que le moment statique d’un triangle de base a 
par rapport à cette base dépend uniquement de la hauteur de ce 
triangle. 


Trouver par une intégration double les centres de gravité des 
surfaces planes homogènes. 
3648. L'’aire de la demi-ellipse située au-dessus du grand axe. 


3649. L’aire comprise entre la sinusoïde y = sin x, l’axe Ox 
14 


et la droite z — mt : 

3650. Un secteur circulaire d’angle au centre «& (le rayon est R). 

3651. Un segment de cercle d'angle au centre & et de rayon À. 

3652. L’aire limitée par la courbe fermée y* = 1° — x (x > O). 

Trouver les moments d'inertie des surfaces planes homogènes 
{la densité y = 1). 

3653. Un cercle de rayon À par rapport à une tangente. 

3654. Un carré de côté a par rapport à un sommet. 

3655. Une ellipse par rapport au centre. 

3656. Un rectangle de côtés a et b par rapport au point de con- 
cours des diagonales. 

3657. Un triangle isocèle de base a et de hauteur À par rapport 
au sommet. 

3658. Un cercle de rayon À par rapport à un point de la circon- 
férence. 
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3659. Un segment de parabole de corde perpendiculaire à l’axe 
par rapport au sommet de la parabole (longueur de la corde a, de 
la « flèche » h). 

3660. Montrer que le moment d'inertie d'une couronne circu- 
laire par rapport au centre est le double du moment d'inertie par 
rapport à un axe quelconque passant par le centre de la couronne 
et situé dans le même plan qu'elle. 

3661. Montrer que la somme des moments d'inertie d’une figure 
plane F par rapport à tout couple d’axes perpendiculaires situés 
dans le plan de F et passant par un point fixe O est constante. 

3662*. Montrer que le moment d'inertie d'une figure plane par 
rapport à un axe quelconque (a) est égal à Md*° + I., où M est 
la masse distribuée sur la figure, d, la distance de l’axe (a) au centre 
de gravité de la figure, Z., le moment d'inertie par rapport à un axe 
parallèle à (a) et passant par le centre de gravité de la figure (théorè- 
me de Steiner). 


Trouver les moments statiques des volumes homogènes (la den- 
sité y = 1). 

3663. Un parallélépipède rectangle d'’arêtes a, b et c par rapport 
à ses faces. 

3664. Un cône circulaire droit (de rayon de base R et de hau- 
teur H) par rapport au plan passant par le sommet et parallèle 
à la base - : è 

3665. Le volume limité par l’ellipsoïde _ + = + _ —= 1 et 
le plan Ozxy par rapport à ce plan. 


Trouver les centres de gravité des volumes homogènes limités 
par les surfaces indiquées. 

3666. Les plans x = 0,y =0,z2=0,1z2—=2,y =4et x + y + 
+z=8 (parallélépipède one, 

3667. L’ ellipsoïde = e ++ DE +: = —= 1 et le trièdre trirectangle 
Oz, Oy, Oz. à 

3668. Le cylindre z — Le et les plans z=0,y=0,:—0et 
2x + 3y — 12 = 0. 

es a. cylindres y = Vz, y=2Vzet les plans : —0 et 
T+3 

3670. . paraboloïde : — - —. “et la sphère z° + y* + 2° = 
= 3a° (: > Ü). 

3671. La sphère z° + y* + :° = R°et le cône z tg a = Vr + y 


{secteur sphérique). 
3672. (2° + y? + r°)4 = aÿz. 


Trouver les centres de gravité des surfaces homogènes. 
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3673. La portion de sphère comprise dans le premier octant. 
3674. La portion de paraboloïde z*° + y — 2z interceptée par 
le plan : = 1. 


Trouver les moments d'inertie des volumes homogènes de mas- 
se M. 

3675. Le parallélépipède rectangle d’arêtes a, b et c par rapport 
à chacune d'elles et par rapport au centre de gravité. 

3676. Une boule par rapport à une tangente. 


3077. L'ellipsoïide EL + L + L = 14 par rapport à chacun 


de ses axes. 

3678. Un cylindre circulaire droit (de rayon de base R et de 
hauteur A) par rapport à un diamètre de la base et un diamètre de 
sa section médiane. 

3679. Une sphère creuse de rayon extérieur À et de rayon inte- 
rieur 7 par rapport à un diamètre. 

3680. Un paraboloïde de révolution (de rayon de base R et de 
hauteur H) par rapport à un axe passant par son centre de gravité 
et perpendiculaire à l'axe de rotation (moment équatorial). 


Calculer les moments d'inertie des portions de surfaces homogè- 
nes indiquées (la masse de chaque portion est égale à M). 

3681. La surface latérale d’un cylindre (de rayon de base R et 
de hauteur FH) par rapport à un axe passant par son centre de gravité 
et perpendiculaire à l’axe du cylindre. 

3682. La portion de paraboloïde zx? + y? — 2cz interceptée par 
le plan z — c par rapport à l’axe Oz. 

3683. La surface latérale d’un cône tronqué (de rayons de base R 
et r et de hauteur H) par rapport à son axe. 


Problèmes divers 


3684. Trouver la masse d’une lame carrée de côté 2a sachant 
que sa densité est proportionnelle au carré de la distance au point 
de concours des diagonales et est égale à l’unité aux sommets. 

3685. On considère une couronne plane de rayon Retr(R=> r). 
Trouver sa masse sachant que sa densité est inversement proportion- 
nelle à la distance au centre du cercle et que la densité du cercle 
intérieur est égale à l'unité. 

3686. Trouver la masse de l'aire limitée par une ellipse de demi- 
axes a et b sachant que la densité est proportionnelle à la distance 
au grand axe et qu'elle est égale à y à la distance unité de cet axe. 

3687. On considère le volume limité par deux sphères concen- 
triques de rayons R et r (R > r). Trouver la masse de ce volume 
sachant que la densité est inversement proportionnelle à la distance 
au centre et qu'elle est égale à y à la distance unité du centre. 
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3688. Trouver la masse du volume limité par un cylindre droit 
circulaire de rayon À et de hauteur Æ sachant qu’en tout point la 
densité est numériquement égale au carré de la distance de ce point 
au centre de la base du cylindre. 

3689*. Trouver la masse du volume limité par un cône circulaire 
de hauteur k dont l'axe fait un angle & avec la génératrice sachant 
que la densité est proportionnelle à la 7-ème puissance de la distance 
au plan parallèle à la base et passant par le sommet, et qu’elle 
est égale à y à la distance unité (nr > O). 

3690. Trouver la masse d’une boule de rayon R sachant que la 
densité est proportionnelle au cube de la distance au centre et qu’elle 
est égale à y à la distance unité. 

3691. Trouver la masse du volume limité par le paraboloïde 
z° + y° = 2az et la sphère 2° + y° + z° = 3a* (z2>> 0) sachant 
qu’en chaque point la densité est égale à la somme des carrés des 
coordonnées. 

3692*. Trouver le centre de gravité de la boule z° + y* + À < 
< 2Rz sachant qu’en tout point la densité est numériquement égale 
au carré de la distance de ce point à l'origine des coordonnées. 

3693*. Trouver le moment statique de l'intersection des boules 
+y +z << R°et x° + y° + z° << 2Rz par rapport au plan Ozy 
sachant que la densité en un point quelconque est numériquement 
égale à la distance de ce point au plan z0y. 

3694*. Montrer que le moment d'inertie d'un corps par rapport 
à un axe quelconque est égal à Md° + J., où M est la masse du 
corps, d, la distance de l’axe au centre de gravité du corps, Z., le 
moment d'inertie par rapport à un axe parallèle à l'axe précédent 
et passant par le centre de gravité (théorème de Steiner ; comparer 
avec l'exercice 3662). 


Appliquer le principe de la gravitation universelle de Newton 
(voir indication relative au problème 2670) à la résolution des exerci- 
ces ci-dessous. 

3695. On considère une boule homogène de rayon À et de densi- 
té y. Trouver la force qu'elle exerce sur un point matériel de masse m 
situé à une distance a (a >> R}) de son centre. Vérifier que la force 
d'interaction est la même que si toute la masse de la sphère était 
concentrée en son centre. 

3696*. Montrer que la force d'interaction entre deux boules 
homogènes est la même que si les masses de ces sphères étaient 
concentrées en leurs centres. | 

3697. On considère une boule 2° + y° + z° < R° non homogène 
dont la densité varie suivant la loi y — Àz*. Trouver la force avec 
laquelle elle attire un point matériel de masse m situé sur l’axe z 
à une distance 27 du centre. 

3698. On considère un volume homogène compris entre deux 
sphères concentriques (couche sphérique). Montrer que cette couche 
exerce une force d'attraction nulle sur tout point intérieur au volume. 
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On appelle centre de pression le point d’application de la résul- 
tante de toutes les forces de pression exercées sur une figure plane 
donnée (toutes les forces de pression sont perpendiculaires à la sur- 
face de la figure). Pour calculer les coordonnées du centre de pres- 
sion on se sert du fait que le moment statique de la résultante (i.e. 
pression exercée sur toute la surface) par rapport à un axe quelconque 
est égal à la somme des moments statiques des composantes par 
rapport au même axe. Appliquer ce résultat à la résolution des 
exercices ci-dessous. 

3699. Trouver le centre de pression d’un rectangle de côtés a 
et b (a >> b) plongé verticalement dans un fluide de telle sorte que 
sa longueur soit parallèle à la surface libre du fluide. 

Montrer que la position du centre de pression par rapport au 
rectangle ne varie pas si le plan du rectangle fait un angle & (&œ = 0) 
avec la surface du fluide. Comment varient les résultats précédents 
si la longueur a est située à une profondeur = (tout en restant paralle- 
le à la surface)? 

3700. Un triangle de hauteur h est situé dans un plan faisant 
un angle & avec la surface libre d’un fluide. A quelle profondeur se 
trouve le centre de pression de ce triangle si: 

a) la base du triangle est confondue avec la surface libre du 
fluide ? 

b) le sommet du triangle est sur la surface libre du fluide et la 
base parallèle à cette surface? 

3701. Trouver le centre de pression de l’aire limitée par une 
ellipse de demi-axes a et b sachant que le grand axe est perpendicu- 
laire à la surface libre du fluide et l’extrémité supérieure de cet axe 
située à une distance À de la surface. 

3702*. Montrer que la pression d'un fluide sur une aire plane 
horizontale immergée arbitrairement dans ce fluide est égale au 
poids de la colonne cylindrique de fluide située au-dessus de cette 
aire. 


$ ©. Intégrales impropres. 
Intégrales dépendant d’un paramètre 


Intégrales impropres doubles et triples 


Calculer les intégrales impropres ou établir leur divergence. 


sms. fé oo Ÿ ue 


D 
Tee A+r+y)" 
____ dz dy 


ue [. LETET ES 


3706. | | e-tst- dx dy. 
3707. (z+y)e-("+0 dx dy. 3708. | 
0 


CC ÿ 


| zye-*°-v? dx dy. 
0 


238 


3709*. 


œo 
| e” (x°+2xy cos a+y2?) dx dy. 
0 


O0 30 


dx | e-w dy. 3711*. je r[ rev Siny EL dy. 


x 


Dans les exercices ci-après, indiquer parmi le intégrales impro- 
pres étendues à un cercle de rayon R centré à l’origine des coordonnées 
celles qui sont convergentes. 


3710*. 


C9 y 


3712. {| InVr+ydrdy. 3713. Er ER 
L 
sin (7° + y°) cos se y?) 
3714. Vas rene drdy. 375. J ET dr dy. 


3716. Existe-t-il un nombre m tel que en impropre 
L y Lé e. e 
——— etendue au plan tout entier soit convergente ? 
Ï V (x2+ 72) 


Calculer les intégrales impropres. 


3717. creer R 3718. 
3719+. ( ( Ê e--18- d dyde. 


Etudier la convergence des intégrales impropres sur la boule @ 
de rayon À centrée à l'origine des coordonnées. 


____ zy dz dy di dz dy d£ 
HART) 


; 


dx dy d= 
ve mars 


3721. Si] ue dx dy de. 


sr. [ [fr rérdr és 


3723. ete l'intégrale | | | In (2° + y° + 7°) dx dy dz, où le 
Q 


domaine © est une boule de rayon À centrée à l’origine des coor- 
données. 


3724*. Trouver le volume limité par la surface z = (1° + y?) X 
X e”-(*+1? et le plan z = (0. 

3/25. Trouver le volume limité par la surface z — zr°y*e-(x?+y®) 
et le plan z = 0. 

3726. Trouver le volume limité par le plan z = 0 et la portion 
de surface z — ze-(**+1®) située au-dessus de ce plan. 
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3727. On donne un volume homogène limité par un cylindre 
circulaire droit (rayon de base R, hauteur FH, densité y). Trouver 
la force exercée sur une masse ponctuelle m placée au centre de la 
base du cylindre. 

3728. On considère un volume homogène limité par un cône 
circulaire droit (rayon de base À, hauteur FH, densité y). Trouver 
la force avec laquelle ce volume attire une masse ponctuelle m 
placée au sommet du cône. 

3729. On donne une boule plane non homogène de rayon R 
dont la densité y est telle que y = a — br (rest la distance au centre, 
4a>0, b> 0). 

a) Trouver les constantes a et b sachant que la densité moyenne 
de la boule est égale à Ymoy et la densité surfacique à à Vo- 

b) Trouver la force d'attraction exercée par la boule sur une 
masse ponctuelle m placée sur la surface. 


Intégrales dépendant d'un parametre. 
Règle de Leibniz 


3730. Trouver le domaine de définition de la fonction f (x) = 
1 


- | dz 
on 


3731. Trouver la courbure de la ligne y = | Pa da au point 
d’abscisse z = 1. i 


dx 
1—+az 


en dérivant par rapport au paramètre la formule suivante: 


3732. Utiliser l'égalité = Tin (4 + ab) et établir 


b 
| = 51 In (1 + ab) — 


b 
(1+ ax) a({+ab) * 
0 


a +zr° 


b 
3733. Appliquer l’égalite | _ = arctg + au calcul de 
0 


l'intégrale ES RE 


3734. Appliquer l'égalité | = —"- au calcul de l’inté- 
0 


grale Ée (rn est un entier positif). 
0 
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3735. Calculer l'intégrale 


e"%*zr"-tdzx (n est un entier positif) 


00 


pour a >>0 après avoir calculé préalablement | e"* dx. 


0 
3736*. Appliquer l'égalité (voir exercice 2318) 


au calcul de 


dr 


T 


a2cosr+b2sin?r  2|abl| 


dx 


(a cos? z +b?sin? zx) ” 


Calculer les intégrales en dérivant par rapport au paramètre. 


3745. | 2 


—_e7 2% 
— 7 — dr (a>0), sachant que 


aus = 1 T 
er di=) - 


3737. | = dr (a>—1). 
0 
3738. [1 dr (a>—1) 
: Te ; 
| 
arctg ar In ({ —a°r°) d 21 
3739. yes dr. 3740. [avr nd (<1). 
co Î 
arctg az .( In(1—a2z?) ; 
3741. | ES 87. 3742. En dr (a<1). 
0 0 
X 
3743. [ CRE q7 (a? <1). 
2 
n Â+asinz \ dz 
3744. | In (EE) FREE (a? < 1). 
0 


(a>0) (cf. exercice 2439). 


ax? 


ebx 


3746*. ( L dx 


0 


9 


ZT 


16—01227 


(a>0, b>0). 
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3747*. | ex SERRE dx (a>0). 


0 


3748. | gerer CORNE Ge (a>0). 


EL 
EI 


3749%. In _ cos? r + b2 sin? r) dr. 


14 
('arctg(ets) D, trouver | = dr. 
0 


3790. Calculer l'intégrale 
gT 


au calcul de l’inté- 


. 7 J n a 1 
3791. Appliquer l'égalité | x" dr — n +1 


grale 
1 
zh —,® 
ns dr (a>—1, > —1). 
3792. Appliquer l'égalité 2a | e-sxtdr=V x (cf. exercice 2439) 


0 
a° b? 


au Calcul de l'intégrale Î 
0 


(intégrale de Poisson) 


3753. De la relation 


2 


— 39 
® 
l 
tu 
t, 
Sr 
ti 
] 
a! 


Fes dz: (x>>0) et s’en servir pour 


déduire l’ égalité 
DE =7= 


le calcul des intégrales intécrales de diffraction ou de Fresnel) 


O0 
cos z dx sinzdz 
a) En Jen . 

I Problèmes divers 


3794. Soit une fonction f (rx) continue pour z > 0 et tendant 
vers une limite finie f (œ), lorsque z —+ oo. Montrer que si a > 0 


et b=>0, alors | PDO Gr = [f (oo) — j (0) ln +. 


0 


242 


Calculer les intégrales indiquées en utilisant le résultat de l’exer- 


cice 3794. 
ee D _axn -bx" 
3755. | ME EE Ge 3756. | = à (n>0). 
0 0 


3757*. Soit ure fonction f(x) continue pour x >0 et telle que 


| “2er converge quel que soit À > 0. 
A 


Montrer que si a>0 et b=>0, alors | CD —IO gr = $(0) x 


” 
X In _ (Cf. exercice 3754.) 


Calculer les intégrales indiquées en utilisant le résultat de 
l'exercice 3757 (a>0, b> 0). 


3758. FE dr. 3759. | SEE Gr. 
0 0 

3760. RE dé 3761. [ b sin ee de 
0 0 

3762. | SEE ar. 


0 
3763*. La fonction de Laplace ®O(zx) est définie comme suit: 


x 


9 e 
= lee dt (cette fonction joue un rôle important dans 


O(z) = = 


( 
la théorie des probabilités). Montrer les relations 


1) | Dar) de = EE +20 (ax): 
0 


1 

2) H—D(idr= 7. 

3764*. Les fonctions si (r) et ci (x) se définissent comme suit: 
Si(z)= — (EL (sinus intégral) et ci(x) = — ET (cosinus 
integral). que | 

[ sin x Si (x) dr — f cos ci (x) dr — —+—. 
0 0 
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3765*. La fonction J,(r) définie par l'égalité 


Jo (x)=< À cos (x sin 6) de 


Sets] 4 


est appelée fonction de Bessel d'ordre zéro. Montrer que 


( ___1 
1) Le NOd=— (70): 
us pour a>1; 
2) | ne J,(x) dr = arc sin a pour |[a|<1; 


. + pour a — À. 


3766. Montrer que la fonction y — | = d: est solution de 


l'équation différentielle y”+ y = 1/x. 

3767*. Montrer que la fonction y — NET ** dz est solu- 
tion de l'équation différentielle on = ay 0 

3768*. Montrer que la fonction y— Jr de est solution 


de l'équation différentielle xy”—2ny° pe A 


3769*. Montrer que la fonction de Bessel d'ordre zéro Jo (x) = 
CLS 


= + (cos (zsin 6) d6 est solution de l'équation différentielle 


0 (x 
Ja (x) + SEL + Jo (x) = 0. 


CHAPITRE XIII 


INTÉGRALES CURVILIGNES ET INTÉGRALES 
| DE SURFACE 


$ 1. Intégrales curvilignes le long d’un arc de courbe 
Calcul d'intégrales 


Calculer les intégrales curvilignes. 


3770. [= où Z est le segment de droite y — FI 2 


compris entre les points À (0, —2) et B (4, O). 
3771. | zy ds, où L est le périmètre du rectangle de sommets 


L 
A (0,0): B (4, 0), C (4,2) et D (0, 2). 
3772. | y ds, où L est l'arc de parabole y 


* = 2px intercepté 
L 
par la parabole 2° = 2py. 
3773. | (z° + y*)" ds, où L est la circonférence 


L 
Z—acost, y —= a sin é. 


3774. | zy ds, où L' est le quart: d’ellipse E +- ou — { contenu 
L 


dans le premier quadrant. 


3149. | V 2y ds, où L est la première arche de cycloïde 
L 
z=a(t—sint)}, y—= a(i— cost). 


3776. Etablir une formule de calcul de l'intégrale | F (x, y) ds 


L 
en coordonnées polaires sachant que la courbe L est définie par 
l'équation p = p (p) (mi < P < P2). 

3777*. Calculer | (x — y) ds, où L est la circonférence z° + y°=— 


L 
— aX. 


3778. Calculer | œ V z° — y* ds, où L est une courbe définie 


L 
par l'équation (2° + y*)* = a° (x° — y*) (x > 0) (une demi-lemnis- 
cate). 
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3779. Calculer | arctg + ds, où L est la portion de spirale 


L 
d’'Archimède p = 2 contenue à l’intérieur d’un cercle de rayon R 
centré à l'origine des coordonnées (au pôle). 


3780. Calculer l'intégrale À où Lest la première spire 
L 


z“ds 
ze + 2 ? 
de la spirale zx — a cost, y = asint, : — at. 

3781. Calculer IE ds, où ZL est le quart de circonférence 


L 
E+HÉ+È=R, 2 + y — ie contenu dans le premier octant. 


3782. Calculer | (2: — V' x? + y?) ds, où L est la première 


L 
spire de la spirale conique 
z—tcost, y—=tsinét, 2—= bé. 


3783. Calculer \ (x + y) ds, où L est le quart de circonférence 


L 
+y +z = R°, y = zx, contenu dans le premier octant. 


Applications des intégrales 


3784. Trouver la masse de la portion de courbe y — In x comprise 
entre les points d’abscisses x, et x, sachant que la densité est égale 
en chaque point au carré de l’abscisse du point considéré. 


3785. Trouver la masse de la portion de chaïînette y = a ch + 


comprise entre les points d’abscisses z, = 0 et x, — a sachant que 
la densité est en chaque point inversement proportionnelle à l'or- 
donnée du point considéré et qu'elle est égale à 6 au point (0, a). 

3786. Trouver la masse du quart d’ellipse zx — a cost,y = bsint 
situé dans le premier quadrant sachant que la densité est en chaque 
point égale à l’ordonnée du point considéré. 

3787. Trouver la masse de la première spire de la spirale zx — 
= a cost, y = asint, z — bt sachant que la densité est égale en 
chaque point au carré du rayon polaire de ce point. 

3788. Trouver la masse de l'arc de courbe x = e! cost, y — 
= ef sint, z—et compris entre le point correspondant à { = 0 
et un point arbitraire sachant que la densité est inversement propor- 
tionnelle au carré du rayon polaire et égale à l’unité au point (1,0, 1). 

3/89. Trouver les coordonnées du centre de gravité de la pre- 
mière demi-spire de la spirale zx = acost, y = asint, z — bt 
sachant que la densité est constante. 

3790. Trouver le moment statique de la première spire de la 
spirale conique x = tcost, y —=tsint, z—t par rapport au 
plan Ozxy sachant que la densité est proportionnelle au carré de la 
distance de ce plan, soit p — kz*. 
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3791. Trouver le moment d'inertie de la première spire de la 
spirale zx — a cost, y —asint, z — ; t par rapport aux axes 
de coordonnées. 

Calculer l’aire des portions de surfaces cylindriques comprises 
entre le plan Ozxy et les surfaces indiquées. 

3792. +y = R, 2=R+T. 

3793. y° — 2px, z — VW 2pr — Ar. 

3794. y? — À (z—1ÿ, z—2—Vx. 


ro] 
3795. 2° + y? = R°, 2Rz = zxy. 
3796. = += z=kz et z—0 (220) (fer à cheval 
cylindrique). 


3797. y = V 2px, z= yet T= Sp. 


3798. Calculer l'aire de la surface découpée sur un cylindre 
circulaire de rayon À par le même cylindre sachant que les axes 
de symétrie de ces cylindres se coupent à angle droit (cf. solution 
de l'exercice 3642). 

3799. Trouver l’aire de la portion de cylindre zx° + y° = Rx 
intérieure à la sphère z° + y° + z° = R*. 


En vertu de la loi de Bio-Savart un élément de courant exerce 
sur une masse magnétique m une force numériquement égale à 
_— où J est l'intensité du courant, ds, l'élément de lon- 
gueur du fil, r, la distance de l’élément de courant à la masse magné- 
tique, «& l'angle que fait la direction de la droite joignant la masse 
magnétique et l’élément de courant avec la direction de l’élément 
de courant. Cette force est perpendiculaire au plan défini par l'élé- 
ment de courant et le point d'application de la masse magnétique 
et dirigée d’après la règle du bonhomme d'Ampère. Se servir de cette 
loi dans les exercices ci-après. 

3800. Trouver la force exercée par un courant J rectiligne infini 
sur une masse magnétique ponctuelle m placée à une distance a du 
courant. 

3801. Un courant J traverse un circuit de forme carrée de côté a. 
Trouver la force qu’il exerce sur une masse magnétique ponctuelle m 
placée au centre du carré. 

3802. Montrer qu’un courant ÎZ passant dans un arc de courbe 
d'équation p — p (æ) en coordonnées polaires exerce surune masse 
magnétique ponctuelle placée au pôle une force numériquement 
égale à 
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3803. Trouver la force exercée par un courant J elliptique fermé 
sur une masse magnétique ponctuelle m placée au foyer de l’ellipse. 

3804. Trouver la force exercée par un courant Z parabolique 
infini sur une masse magnétique ponctuelle m placée au foyer de la 
parabole. La distance du sommet au foyer est égale à p/2. 

3805. Trouver la force exercée par un courant circulaire de rayon 
R sur une masse magnétique ponctuelle m placée en un point P 
situé à une distance À à la verticale du centre du cercle. 

Pour quelle valeur de R cette force sera-t-elle maximale? (k est 
donné.) 


$ 2. Intégrales curvilignes en coordonnées 


Calcul des intégrales 


Calculer les intégrales curvilignes. 
3806. À z dy, L étant le périmètre du triangle formé par les 
L 
axes de coordonnées et la droite = + + a 
étant le sens positif, i.e. le sens contraire aux aiguilles d’une montre. 


3807. | zx dy, L étant le segment de droite _ + _ = 1 inter- 
L 


1, le sens d'intégration 


cepté par les axes de coordonnées. 
3808. | (z° — y*) dx, L étant l’arc de parabole y = x° compris 
L 


entre les points (0, 0) et (2, 4). 
3809. | (x® + y?) dy, L étant le périmètre du rectangle A (0, 0), 


L 
B (2,0), C (4, 4) et D (0,4). Les sommets sont indiqués dans le 


sens du parcours. 
(x, 27) 


3810. | —zx cos y dx + y sin x dy le long du segment de droite 
reliant les’ points (0, 0) et (x, 2x). 

3811. j _ dx + (y — x) dy le long de la courbe 1) y = zx, 
2) y = #, 3 y Sa UT. 

3812. | { 22y dx + x° dy le long de la courbe 1) y = zx, 2) y = z*, 
D 

3813. | y dx + x dy. L étant le quart de circonférence x — 


L 
R cost, y = R sin t compris entre #, = 0 et t — n/2. 
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3814. | ydx — zx dy, L étant l’ellipse zx = a cost, y = bsint 


L 
parcourue dans le sens positif. 


3815. \ dE 0 . LL étant la demi-circonférence zx — 
NET 
= a cost, y = a sin { comprise entre £, = 0 et £, = nr. 
3816. | (2a — y) dr — (a — y) dy, L étant la première arche 


L 
de cycloïde z = a (t — sin t), y = a (1 — cost) (à partir de l'origi- 
ne des coordonnées). 


3817. FER, L étant le quart d’astroïde x = R cos“ t, 


L ,3 Lys 
y = R sin° { compris entre les points (R, 0) et (0, R). 
3818. À zdz+ydy+(x+y—1)dz, L étant le segment 


L 
de droite compris entre les points (1, 1, 1) et (2, 3, 4). 
3819. | yz dx + 2x dy + xy dz, L étant l'arc d’hélice x = 
L 
= Rcost, y—= Rsint, z — = compris entre les points d'inter- 


section de l’hélice avec le plan z = 0 et le plan z = a. 
(4, 4, 4) 
3820. _— dy + z dz 


sant les Dont (1, 1, F et (4, 4, D. 


21. | y® dx + 2° dy + x° dz, où L est l'intersection de la 


le long de la droite pas- 


L 
sphère, 2°? + y° + z° — R° et du cylindre 2° + y* = Rz (R > 0, 
z > 0) l'intégration s’effectuant dans le sens positif pour un obser- 
vateur placé à l’origine des coordonnées. 


Formule de Green 


Transformer les intégrales curvilignes sur un contour fermé L, 
dans le sens positif, en intégrales doubles sur le domaine limité 
par ce contour. 

3822. | (1 — z°) y dx + x (1 + y) dy. 

L 
3823. | (e*? + 2x cos y) dx + (e°Ÿ — x° sin y) dy. 


L 
3824. Calculer de deux manières l'intégrale de l'exercice 3822 
en prenant pour contour L la circonférence 2° + y° — R°: 
1) directement, 2) avec la formule de Green. 
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3825. Calculer \ (ay + x + y) dx + (zy + x — y) dy, où L est: 
L 


1) l’ellipse _ + . = 1; 2) la circonférence z° + y° — ax. L'’in- 


tégration s'effectue dans le sens positif. Utiliser deux méthodes: 
1) calcul direct, 2) formule de Green. 
3826. Montrer que l'intégrale 


À (yat + e1) dz + (ay + 2e) — 2y) dy 
L 


est nulle si ZL est une courbe fermée symétrique par rapport à l’ori- 
gine des coordonnées. 


3827. Appliquer la formule de Green au calcul de la différence 
des intégrales 


h= | (e+ y dr — (e— y} dy 
, AmnB 
€ 


Ie À Ce + y} dr — (x — y dy, 
AnB 


où AmB est le segment de droite joignant les points À (0, 0) et 
B (1,1), et AnB l'arc de parabole y = x°. 
3828. Montrer que l'intégrale 


| {x cos (W, x) + y sin (W, x)} ds, 
L 


où ({V, x) l’angle de la normale extérieure à la courbe et l’axe Oz, 
prise le long du contour fermé L dans le sens positif est égale au double 
de l'aire limitée par le contour L. 


3829. Montrer que l'intégrale | (2zy — y) dr + 2° dy, où L est 


L 
un contour fermé, est égale à l'aire limitée par ce contour. 
3830. Montrer que l'intégrale | o (y) dx + [xp (y) + 2°] dy 


L 
est égale au triple du moment d'inertie de l'aire plane homogène 
limitée par le contour L par rapport à l’axe des ordonnées. 


[Indépendance de l'intégrale par rapport 
au chemin d'intégration. 
Recherche d’une primitive. 


Vérifier que les intégrales prises le long des contours fermés 
sont nulles quelle que soit la forme de l’intégrande. 
3831. | o(H dr +p(y) dy. 3832. | j (ay) (y dx + x dy). 


L L 
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3833. \ f (+ cho 622 


3834. + y) + fe — dr + f(x + y) — f(x — y)l dy. 


3839. f (2° + y + 27°) (x dx + y dy + z d2). 


Te _ 


3836*. Montrer que l'intégrale | LE prise dans le 
L 
sens positif le long de tout contour fermé contenant l’origine des 
coordonnées est égale à 27. 


3837. Calculer [UE le long de la circonférence 
z + 4y 
z® + y° = 1 dans le sens positif. 
Calculer les intégrales CHEN IgnSS a différentielles totales. 
3838. | ydr+zrdy. 3839. TT 2zy dx + 2° dy. 


(12) (0, 0) 
(5, 12) 


d d ? Q Q Cd 
3840. Te (l’origine des coordonnées ne se trouve 


(3 ,4) 
pas sur le contour d'intégration). 
(P2) 
d d u é ue 
3841. nn , où les points P, et P, sont situés sur 
(P1) Var 
des circonférences concentriques centrées à l'origine des coordonnées 
et de rayons respectifs À, et R. (l’origine des coordonnées n’est 
pas située sur le contour d'intégration). 
(2, 1. 3) (3, 2. 1) 
3842. | zdrz—ydy+zdz. 3843. | yz dx + zx dy + xy dz. 
(1, —1, 2) (1, 2, 3) 
Fes d d 
3844. RON RY OT NEO 


eu (le contour d'intégration ne 


(7,2,3) 
z 
coupe pas la surface =: — — ). 
Retrouver les fonctions à partir des différentielles totales. 
3845. du — x° dx + y* dy. 
3846. du — 4 (x? — y?) (x dx — y dy). 
3847. du — +) dr ty dy 


(z + y)° 
3848. du "dr (HV tE 
yV + ( y V +7? | 


z—2y 
3849. du= [+ ptet + | dy. 
3850. du — Lx € cos y — y° sin x) dr + (2y cos x — zx*° sin y) dy. 
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(1 +22)? 
3y— zx) dr + (y — 3x) dy 
D: di Ve NU Se) er. 
3852. du PRE 
3853. Trouver 7 tel que l'expression EP EEE D) 2 soit 
une Sy A totale. Trouver la fonction correspondante. 
3854. Trouver a et b tels que l'expression 
2 2\dr—(r2 2 : is . 
Re soit une différentielle totale. Trou- 


ver la fonction correspondante. 


Retrouver les fonctions à partir des différentielles totales. 
3855. du — ty hd, 3856. du = 2227 dy +5 dz 
EE V'r+y2+= 
2857: du ET TE PERTE y Eu de 
1—+ y 
3858. du 22 tayds vds) 
(z—y2}? 


3859. du — | rte y 
1/ ni 
3860. du—e: dr + [= + 16%) dy + 


y 


+ ( _e'e+ty + yev° + e*) dz. 


Applications des intégrales 


Calculer par une intégrale curviligne l’aire limitée par les courbes 
fermées. 

3861. L'ellipse x = a cost, y = bsint. 

3862. L'astroïde x — a cos® t{, y — a sin* 4. 

3863. La cardioïide x — 2a cost — a cos 24, y — 2a sin t — 
— a sin 2t. 

3864*. La boucle du folium de Descartes 2° + y° — 3axzy = 0. 

3865. Une boucle de la courbe (x + y}* = zxy. 

3866. Une boucle de la courbe (x + y) — zx°y. 

3867*. La lemniscate de Bernoulli (1° + y*)® — 2a° (x° — y*). 

3868. Une boucle de la courbe (V x + V y)!? = xy. 


Travail 


3869. Une force constante F orientée dans le sens de l’axe Ox 
s'exerce sur chaque point matériel d’un plan. Trouver le travail 
effectué par cette force lorsque le point se déplace sur l’arc de cir- 
conférence x? + y — R° compris dans le premier quadrant. 
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3870. Sur chaque point matériel d’un plan agit une force F 
dont les projections sur les axes des coordonnées sont respective- 
ment X = zy, ŸY = x + y. Calculer le travail effectué par la force F 
lorsque le point se déplace de l’origine des coordonnées au point 
(1, 1): 1) sur la droite y = zx; 2) sur la parabole y = 1°; 3) sur une 
ligne polygonale composée de deux segments parallèles aux axes de 
coordonnées (on traitera les deux cas). 

3871. En chaque point M de l’ellipse x = a cost, y = bsint 
est appliquée une force F' numériquement égale à la distance du point 
M au centre de l’ellipse et dirigée vers le centre de l’ellipse. a) Cal- 
culer le travail effectué par la force F lorsque le point se déplace 
sur l'arc d’ellipse contenu dans le premier quadrant. b) Trouver le 
travail effectué lorsque le point parcourt l’ellipse tout entière. 

3872. Les projections d’une force sur les axes de coordonnées 
sont données par les formules X = 2xy et Ÿ = 2°. Montrer que le 
travail effectué par cette force lorsque le point se déplace dépend 
de la position initiale et de la position finale et non pas du chemin 
parcouru. Trouver le travail fourni lorsque le point courant se 
rend du point (1, 0) au point (0, 3). 

3873. On considère une force de grandeur inversement propor- 
tionnelle à la distance de son point d'application au plan xOy et 
orientée vers l’origine des coordonnées. Calculer le travail effectué 
lorsque le point se déplace sous l’action de cette force du point 
M (a, b,c) au point # (2a, 2b, 2c) sur la droite x — at, y = bt, 
3 = cl. 

3874. On considère une force de grandeur inversement propor- 
tionnelle à la distance de son point d’application à l’axe Oz, per- 
pendiculaire à cet axe et orientée vers lui. Trouver le travail effectué 
par cette force lorsque le point se déplace du point M (1, 1, O) au 
point 4V (0, 1, 1) sur la circonférence x = cost, y — À, z = sin t. 

3875. Montrer que le travail effectué par la force d'attraction 
de deux masses ponctuelles lorsque l’une d’elles se déplace ne dépend 
pas de la forme du chemin. La grandeur de la force d’attraction F 


est définie par la loi de Newton F — me où rest la distance 


F2 


entre les points, m, et m, les masses concentrées en ces points, k la 
constante de gravitation. 


$ 3. Intégrales de surface 


Intégrales étendues à l'aire d'une surface 


Calculer les intégrales. 
3876. | [(2+27+<y)dg, S étant la portion de plan 2+ 
S 


+S+r=i contenue dans le premier octant. 
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3877. | zyz dg, S étant la portion de plan z+y+z—=1 
S 


contenue dans le premier octant. 
3878. | | x dq, S étant la portion de sphère 2? + y? + :? — R° 


contenue dans le premier octant. 
3879. | y dg, S étant la demi-sphère z = W R? — x° — y. 


s 
3880. Îf VR?— zx y dqg, S étant la demi-sphère z — 
s 


— VR? 2 — y, 
3881. | À r?y® dg, S étant la demi-sphère z = W R°? — 2° — y?. 
s 


3882. LE , S étant le cylindre zx° + y® — R° limité par les 
É 


plans z = 0Oetz = Het r la distance du point courant de la surface 
à l'origine des coordonnées. 


3883 . NET S étant la sphère x° + y° + =: — R?, et r la 
S 
distance du point courant de la sphère à un point fixe P (0, 0, c) 
(> R). 
3884. | | 2 , Où S est la surface du paraboloïde hyperbolique 
S 


z = zxy intercepté par le cylindre z° + y* — R*° et r la distance du 
point courant de cette surface à l’axe Oz. 

3885*. Trouver la masse de la sphère sachant que la densité 
surfacique est en chaque point égale à la distance de ce point à un 
diamètre fixe de la sphère. 

3886. Trouver la masse de la sphère sachant que la densité 
surfacique en chaque point est égale au carré de la distance de ce 
point à un diamètre fixe. 


Intégrales de surface en coordonnées 


Calculer les intégrales de surface. 
3887. | | z dy dz + y dx dz + z dx dy, S étant le côté positif 
s 


du cube constitué par les plans x = 0,y =0,3=0,zx—=1,y = 1, 
2 — 1: 
3888. | | x°y?z dx dy, S élant le côté de l'hémisphère infé- 
S 
rieur 2° + y° + z1 = R?. 
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3889. | z dx dy, à l'extérieur de l'ellipsoïde & Ci Li 
s 


b2 cÈ 
=1. | 
3890. | z dr dy à l'extérieur de l’ellipsoïde SL + 7 + 
s 
+5=1 


3891. | | xz dx dy + xzy dy dz + yz dx dz à l'extérieur de la 


pyramide engendrée par les plans r = 0,y=0,z—=0et x + y + 
2 = 1. 


3892. | yz dx dy + xz dy dz + xy dx dz à l'extérieur) de la 
S 


surface S contenue dans le premier octant et constituée par le cy- 
lindre 2° + y° — R* et les plans z = 0, 
y =0,z:=0 et z = HI. 


3893. NES dx dy + xz dy dz + 


s 

+ z2y dx dz à l'extérieur de la surface S 
contenue dans le premier octant et cons- 
tituée par le paraboloïde de révolution 
z = x? + y?, le cylindre 2° + y* = 1 et 
les plans de coordonnées (fig. 68). 


Formule de Stokes 


3894. On considere l'intégrale | (y?+ 


Fig. 68 


L 
+ 25) dx + (2° + 2°) dy + (2° + y*) dz le 
long d’un contour fermé. Transformer cette intégrale en intégrale 
de surface tendue sur ce contour à l’aide de la formule de Stokes. 


3895. Calculer l’intégrale | z?y° dx + dy + z dz, où le con- 


L 

tour L est la circonférence z2° + y° — R?, z — 0: a) directement, 
b) à l’aide de la formule de Stokes en prenant pour surface l’hé- 
misphère z = + WR?— 1° — y?. L'intégration le long de la cir- 
conférence dans le plan x0y s'effectue dans le sens positif. 


Formule d'Ostrogradski 


3896. On considère l'intégrale | E dy dz + y* dx dz + z° dx dy. 
S 
A l’aide de la formule d'Ostrogradski transformer cette intégrale 
double sur la surface fermée $ en une intégrale triple sur le volume 
limité par S. L'intégration s'effectue sur le côté extérieur de la 
surface S. 
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3897. Appliquer la formule d'Ostrogradski pour transformer 
l'intégrale double 


LIVE À {cos (N, 2) + cos (N, y) + cos (N, :)} do. 


S 


où :V est la normale extérieure à la surface fermée S, en une inté- 
grale triple sur le volume limité par S. 
3898. Calculer l'intégrale de l'exercice 3897 dans le cas où S 
est une sphère de rayon R centrée à l’origine des coordonnées. 
3899. Calculer l'intégrale 


\ | LS + cos (W, x) + y° cos (NW, y) + z° cos (N, z)] do, 
°s 


où S est une sphère de rayon R centrée à l’origine des coordonnées 
et Ÿ la normale extérieure. 

3900. Calculer les intégrales des exercices 3891-3893 en utilisant 
Ja formule d’'Ostrogradski. 


CHAPITRE XIV 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


$ 1. Equations du premier ordre 
Equations à variables séparables 


Trouver les solutions générales des équations différentielles. 


3901. (zy° + x) dr + (y — Try) dy = 0. 

3902. zyy — 1 — zr°. 

3903. yy' — —E : 

3904. y’ tg x — y = a. 3905. zy” + y = y?. 
3906. y'+ y” =0. 

3907. V1 — y? dx + y V1 — dy = 0. 


3908. e-* (1 ++) =1. 3909. y = 10°*7. 


3910. y’ +sin 2 = sin =. 


3911. En ballistique entre la vitesse v d’un obus et le chemin 
parcouru dans l’âme de la pièce on a la relation suivante: v — 


aln au dl : : 
= ppm Uv= et n <1. Exprimer le temps & en fonction 


du chemin ! parcouru dans l’âme par l’obus. 
3912. Si x est la quantité d'acide iodhydrique HJ décomposé 


à l'instant t, la vitesse de décomposition (5) est définie par l’équa- 
e e # e x 2 2 « 
tion différentielle (=)= ki É = =) — k;, (=) , OÙ 1, ka et v 
sont des constantes. Intégrer cette équation. 

Trouver les solutions particulières des équations différentielles 
données satisfaisant les conditions initiales mentionnées. 


3913. y'sinz=ylny; y| 2:—=e. 
2 


r _ 1+y 
3914. y’ — TH: y lo = 1. 
3915. sin y cos x dy = cos y sinzdz; y |.=0 = T. 
3916. y — zy = b (1 + 2°y'); y lei = 1. 
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3917. Trouver une courbe passant par le point (2, 3) et telle 
que les axes de coordonnées interceptent sur toute tangente un seg- 
ment admettant le point de contact pour milieu. 

3918. Trouver une courbe passant par le point (2, 0) et telle 
que le segment de tangente compris entre le point de contact et l'axe 
des ordonnées soit d’une longueur constante égale à 2. 

3919. Trouver les courbes dans lesquelles le segment de tan- 
gente compris entre le point de contact et l’axe des abscisses est 
coupé en son milieu par l’axe des ordonnées. 

3920. Trouver les courbes dans lesquelles la sous-tangente est 
proportionnelle à l’abscisse du point de contact (le coefficient de 
proportionnalité est égal à k). 

3921. Trouver une courbe passant par le point (a, 1) et dont 
la sous-tangente est constante et égale à a. 

3922. Trouver une courbe telle que la normale soit d'une lon- 
gueur constante a. 

3923. Trouver 1 une courbe telle que la somme de la tangente et 
de la sous-tangente en un point quelconque soit proportionnelle 
au produit des coordonnées du point de contact (le coefficient de 
proportionnalité est égal à &). 

3924. Trouver une courbe y = f (x) (f (x) = 0, f (0) = O0) limi- 
tant un trapèze curviligne de base [0, x] et d'aire proportionnelle 
à la (n + 1)-ème puissance de f (x) sachant que f (1) SP 

3925. Un point matériel de masse 1 g est animé d’un mouvement 
rectiligne sous l’action d'une force directement proportionnelle 
au temps et inversement proportionnelle à la vitesse du point. A la 
date t — 10 s la vitesse est 0,5 m/s et la force égale à —4-10-° N. 
Sachant que le mouvement commence à la date £ — O0 trouverla 
vitesse du point à l’instant { — 1 mn. 

3926. Un point matériel est animé d’un mouvement rectiligne tel 
que son énergie cinétique à l’instant t est directement proportionnelle 
à la vitesse moyenne du mouvement dans l'intervalle de temps (0, t). 
Sachant que s = 0 lorsque £{ = Ô montrer que ce mouvement est 
uniforme. 

3927. Un canot à moteur se déplace en eau calme à la vitesse 
v — 10 km/h. On met les pleins gaz, puis on coupe le moteur. La vi- 
tesse tombe alors à v, — 6 km/h au bout de 20 s. La résistance de 
l'eau est proportionnelle à la vitesse du canot. Trouver la vitesse 
du canot 2 mn après l'arrêt du moteur ; trouver la distance parcourue 
par le canot une minute après l'arrêt du moteur. 

3928. Au fond d’un récipient cylindrique de section transversale 
S et d’axe vertical on pratique un orifice circulaire d’aire g que l’on 
ferme avec un diaphragme (à la manière d’un objectif photogra- 
phique). Le récipient est rempli d’un liquide jusqu’à une hauteur À. 
A l'instant t — 0 le diaphragme commence à s'ouvrir. Sachant que 
l'aire de l’orifice est proportionnelle au temps et que l’ouverture 
est totale à l'instant 7 trouver la hauteur FH du liquide correspon- 
dante. (Voir ex. 2701-2706.) 
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3929. La vitesse de refroidissement d’un corps est proportionnelle 
à la différence entre la température de ce corps et celle du milieu 
ambiant. Dans les exercices 2710 et 2711 nous avons admis que le 
coefficient de proportionnalité était constant. Dans certains calculs 
on suppose qu'il dépend linéairement du temps: 4 = k, (1 + at). 
Etablir une relation entre la température 8 du corps et le temps t 
sachant que 8 = 6, lorsque £{ = 0 (la température du milieu ambiant 
est 0,). 

3930*. La vitesse de croissance de la surface de la feuille du vic- 
toria regia qui a la forme d'un cercle, est proportionnelle à la circon- 
férence de la feuille et à la quantité de lumière solaire reçue, qui, 
elle, est proportionnelle à l'aire de la feuille et au cosinus de l’angle 
fait par les rayons lumineux avec la verticale. Exprimer l'aire S 
de la feuille en fonction de t, sachant qu’à 6 h du matin l’aire est 
égale à 1600 cm* et à 6 h du soir à 2500 cm°. (On suppose que les obser- 
vations ont lieu un jour d’équinoxe, c’est-à-dire que l’angle entre la 
direction des rayons solaires et la verticale peut être supposé égal à 
90° à 6 h du matin et du soir et à 0° à midi.) 

Dans les exercices 3931-3933 intégrer les équations données en les 
ramenant à des équations à variables séparables par changement de 
la fonction inconnue. 

3931. y = cos (x — y) (poser u = z — y). 


3932. yl = 3x — 2y +5. 3933. y'V À + z + y — z+y—1. 


Equations homogènes 


Trouver les solutions générales des équations. 
2 


3934. y —2. 3935. =. 

3936. zdy—ydz—y dy. 3937. y — + | 

3938. y ==+1. 3939. zy'—y = V 12 + y. 

3940. y? + 22y" — zyy'. 3941. y’ — = +- _ : 

3942. zy =ylnE. 3943. (3y2—+- 3ry + 22) dr — 
= (224 2ry) dy. 


Trouver les solutions particulières des équations différentielles 
satisfaisant les conditions initiales données. 


3945. (zy” — y) arctg + =z;, y. = 0. 
3946. (y° — 37°?) dy + 2zy dr — 0; y |,=0 = 1. 
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; 2—_Qry— 2? 
3947. y RTE: yle1 = —1. 


3948. y(Ÿ ty +22 À —y=0; ylo—V5. 
3949. Réduire ee y" = L+ P (=) à une quadrature. Trou- 
ver une fonction (=) telle que la solution générale de cette équation 
° TL 
soit y — Mm]Cz]| 

3950. Trouver une courbe telle que le carré du segment intercepté 
sur l’axe des y par une tangente soit égal au produit des coordonnées 
du point de contact. 

3951. Trouver une courbe telle que l’ordonnée initiale de toute 
tangente soit égale à la sous-normale correspondante. 

3952. Trouver une courbe telle que le rayon polaire de l’un quel- 
conque de ses points M soit égal à la distance du point où la tan- 
gente en M coupe l’axe Oy à l’origine des coordonnées. 

3953*. Le miroir d’un projecteur a la forme d’une surface de ré- 
volution qui a la propriété de réfléchir parallèlement les rayons lu- 


mineux d'une source ponctuelle placée en son centre. Quelle est la 
nature de cette surface de révolution? 


Equations linéaires 


Trouver les solutions générales des équations. 
3954. y’ + 2y = 4x. 3955. y' + 2zy = ze". 


2x 
y=1. 
3957. (1 + 2°) y — 2zy = (1 + x). 
3958. y + y = cos x. 3959. y’ + ay = ex. 


3960. y de + (y? — 6x) dy = 0. 
3961. y’ — Er 3962. y’— 


3963. x (y — y) = (1 + r°) e*. 
3964. y + yD’ (x) — D (x) D’ (x) = 0, où © (x) est une fonc- 
tion donnée. 


Trouver les solutions particulières satisfaisant aux conditions 
initiales données. 


3965. y — ytgz = sec x: Y |+=0 = 0. 


2y In —- 


El = 0; ls = ,0: 
3967. zy — 71 LA y |x=1 = 0. 
3968. 41 +)dr=(z+a td; cl = —+ 


Z 
3969. Soient y, et y, deux solutions distinctes de l’équation 
y +P()-y=0Q(). 
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a) Montrer que y = y, + C (y: — y.) est la solution générale de 
cette équation (C est constante). 

b) Etablir entre les constantes & et f une relation telle que 
la combinaison linéaire ay, + By, en soit la solution. 

c) Montrer que si y, est une troisième solution particulière dis- 


Y2 Y1 


tincte de y, et y», alors le rapport Un er est constant. 


3970. Démontrer l'identité (cf. exercice 2345): Ci dz — 
0 


x2% 
= € er? dz, en composant une équation différentielle pour 
0 


ci ve 


x 


la fonction J (x) = | e*°-**dz et en la résolvant. 


0 

3971. Trouver une courbe telle que l’ordonnée à l’origine de toute 
tangente soit de deux unités inférieure à l’abscisse du point de con- 
tact. 

3972*. Trouver une courbe telle que l’aire du rectangle construit 
sur l’abscisse d’un point quelconque et l’ordonnée à l’origine de la tan- 
gente en ce point soit une constante (— a). 

3973*. Trouver une courbe telle-que l’aire du triangle formé par 
l’axe des abscisses, une tangente et le rayon vecteur du point de cun- 
tact soit constante (= a). 

3974. Un point de masse m est animé d’un mouvement rectiligne 
sous l’action d’une force proportionnelle au temps (le coefficient de 
proportionnalité est X,) écoulé depuis que la vitesse était nulle. Ex- 
primer la vitesse en fonction du temps sachant que la résistance du 
milieu est proportionnelle à la vitesse (le coefficient de proportion- 
nalité est k). 

3975. Un point de masse m est animé d’un mouvement rectiligne 
sous l’action d’une force proportionnelle au cube du temps écoulé 
depuis que sa vitesse était v, (le coefficient de proportionnalité est 
k). Exprimer la vitesse en fonction du temps sachant que la résistan- 
ce du milieu est proportionnelle au produit de la vitesse par le temps 
(le coefficient de proportionnalité est k,). 

3976. La température initiale 6, °C d’un corps est égale à celle 
du milieu ambiant. Le corps est chauffé par un appareil (la vitesse 
d’échauffement est une fonction donnée du temps: c (t), où c est 
la chaleur spécifique du corps). Sachant que la vitesse de refroidis- 
sement du corps est proportionnelle à la différence entre la tempéra- 
ture du corps et celle du milieu ambiant, on demande d’exprimer la 
température de ce corps en fonction du temps. On suppose que l’ex- 
périence commence à l'instant { = (0. 

Dans les exercices 3977 et 3978, on utilisera le fait que si un cou- 
rant alternatif Z = I (t) traverse un conducteur d'’inductance Z 


et de résistance Z? la chute de tension est égale à LE + RAI. 
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3977. Entre les bornes d’une bobine la différence de potentiel 
tombe uniformément de Æ, = 2V à E, = 1 V en 105s. Calculer 
l'intensité du courant à la fin de la dixième seconde sachant qu'à 
l'instant { — 0 elle était égale à 16 a. La résistance de la bobine est 
0,12 ohm, l’inductance 0,1 H. 

3978. Calculer l'intensité du courant dans une bobine à l'ins- 
tant ! sachant que sa résistance est À, son inductance L, l’intensité 
initiale 7, — 0 et que la force électromotrice varie suivant la loi 
E = E, sin ot. 

Problèmes divers 
(Equationsaux variables séparables. 
Equations homogènes. Equations linéaires) 


Trouver les solutions générales des équations. 

3979. y’ — ETRHT 3980. 22 dy +(3— 2ry) dr = 0. 
3981. x(122+1)y +y= x (1 +22}. 

3982. y #4? 3983. y =—1+# 


zy (1+ 22) | 
3984. (8y + 10zx) dr + (5y + 7x) dy = 0. 


3985. zr°y —y(y?+ zx’). 3986. 3ÿ" I = tg Z. 
3987. (z—y cos +) ie 0. 


’ x dx dy 

3988. Ru —e* : 3989. Zi zy HUE  2y2— ay 
y 

ET RTE TE TT É 

3991. (x — 2xzy — y?) dy + y° dx = 0. 

3992. y + y cos z = sin x cos zx. 

3993. SI + LE y — ny = € (x + 1)". 

3994. y dr = (y — x) d 


3995. (ep —(2+y) Stay 0. 

3996*. yy’ sin x = cos x (sin x — y?). 3997. y = (x + y)°. 

3998. Vérifier que les courbes intégrales de l'équation 
(4 — z°) y + xy = az sont des ellipses et des hyperboles centrées au 
point (U, a), d’axes parallèles aux axes de coordonnées et telles que 
chacune d'elles possède un axe constant de longueur 2. 

Trouver les solutions particulières des équations satisfaisant aux 
conditions initiales indiquées. 


y—zy" _o. … 
3999. LÉ = 2 ; ÿ |x=1 = 1. 
4000. y’ — = =1+z; ÿ |x:-0 = 1. 


4001. de se": y |x0 = 0. 
4002. y'— 3ry + +r yl=o—=1. 
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4003. Montrer que seules les droites y — kz et les hyperboles 
zy = m sont telles que la longueur du rayon polaire de l’un quel- 
conque de leurs points soit égale à la tangente en ce point. 

4004. Trouver les courbes telles que la normale en un point quel- 
conque soit proportionnelle au carré de l’ordonnée de ce point. Le 
coefficient de proportionnalité est égal à 4. 

4005. Trouver les courbes telles que toute tangente coupe l'axe 
des ordonnées en un point équidistant du point de contact et de l’ori- 
gine des coordonnées. 

4006. Ecrire l'équation de la courbe qui coupe l’axe des abscis- 
ses au point z — 1 et qui est telle que la sous-normale est égale en 
chaque point à la moyenne arithmétique des coordonnées de ce point. 

4007. Trouver les courbes telles que l’aire du trapèze limité par 
les axes de coordonnées, l’ordonnée d’un point arbitraire et la tan- 
gente en ce point soit numériquement égale à la moitié du carré de 
l’abscisse de ce point. 

4008. Trouver les courbes telles que l’aire qu'elles limitent avec 
l'axe des abscisses et deux ordonnées, dont l’une est fixe et l’autre 
variable, soit numériquement égale au rapport du cube de l’ordon- 
née variable à l’abscisse variable. 

4009. Trouver une courbe telle que l’aire comprise entre l'axe 
des abscisses, deux ordonnées et l’arc MM” de cette courbe soit 
proportionnelle à l’arc MM” indépendamment du choix des points 
M et M. 

4010. Trouver les courbes telles que l’abscisse du centre de gra- 
vité du trapèze curviligne qu'elles interceptent avec les axes de 


coordonnées et la droite x — a soit égale à 2 a, quel que soit a. 


4011*. Trouver les courbes dont toutes “ce tangentes concourent 
en un point donné (xs, Yo). 

4012. Trouver la courbe qui passe par l’origine des coordonnées 
et dont toutes les normales se coupent en un point donné (x,, Yo). 

4013. Trouver une courbe telle que la pente de toute tangente 
soit le double de l’angle que fait le rayon polaire du point de con- 
tact avec l’axe des x. 

4014. Un corps de masse m = 1 est sollicité par une force propor- 
tionnelle au temps (le coefficient de proportionnalité est égal à k,). 
Ce corps subit également la réaction du milieu qui est proportionnel- 
le à sa vitesse (le coefficient de proportionnalité est k.). Ecrire l’équa- 
tion du mouvement de ce corps (i.e. exprimer l’espace en fonction du 
temps). 

4015. Üne particule chute dans un milieu dont la résistance est 
proportionnelle au carré de la vitesse de cette particule. Montrer que 


: net 5. 0 2 + 
l'équation du mouvement s’écrit T = g — kv*, où k est une cons- 
tante, g l'accélération de la force de pesanteur. Intégrer cette équa- 


tion et montrer que v tend vers V < lorsque £{ —- co. 
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4016. Un disque animé d’un mouvement de rotation dans un 
liquide est freiné par une force de frottement qui est proportionnelle 
à la vitesse angulaire. 

1) Le disque qui commence à tourner à une vitesse angulaire de 
3 tours par seconde voit sa vitesse tomber à 2 tours par seconde au 
bout d’une minute. Quelle sera sa vitesse angulaire 3 mn après le 
début du mouvement ? 

2) Le disque qui commence à tourner à une vitesse angulaire de 
5 tours par seconde acquiert une vitesse angulaire de 3 tours par se- 
conde après 2 mn. A quelle date sa vitesse angulaire sera-t-elle égale 
à 1 tour par seconde? 

4017. Une balle pénètre dans une planche d'épaisseur À — 0,1 m 
à la vitesse v, — 200 m/s et en ressort à la vitesse v, — 80 m/s. En 
admettant que la résistance de la planche au mouvement de la balle 
est proportionnelle au carré de la vitesse de cette dernière trouver le 
temps mis par la balle pour perforer la planche. 

4018*. Une goutte d’eau de masse initiale M, g et s'évaporant 
uniformément à la vitesse de m g/s se déplace par inertie avec une 
vitesse initiale v, cm/s. La résistance du milieu est proportionnelle 
à la vitesse et au rayon de la goutte. Sachant qu'à l'instant initial 
t = 0 cette force est égale à f, dynes exprimer la vitesse de la goutte 
en fonction du temps. 

&4019*. Une goutte d’eau de masse initiale M, g et s’évaporant 
uniformément à la vitesse de m g/s tombe en chute libre. La résis- 
tance du milieu est proportionnelle à la vitesse de la goutte (le coef- 
ficient de proportionnalité est égal à &). 

Exprimer la vitesse de la goutte en fonction du temps écoulé 
depuis le début de la chute sachant que la vitesse initiale est nulle. 
On supposera que 4 -£ 2m. 

4020*. Résoudre le problème précédent dans le cas d’une goutte 
sphérique en supposant que la force de résistance du milieu est pro- 
portionnelle au produit de la vitesse de la goutte par sa surface. La 
densité du liquide est y. (Ramener le problème à des quadratures.) 

4021*. Si un processus est tel qu’une matière m, se transforme en 
une autre m, et que la vitesse de formation de m, soit proportionnelle 
à la quantité existante de matière m,, on dit que ce processus (ou 
réaction) est de premier ordre. 

Une matière de masse initiale nm, se transforme en une autre ma- 
tière qui commence à son tour à se décomposer en une deuxième ma- 
tière. Ces deux transformations sont des processus du premier ordre ; 
les coefficients de proportionnalité qui sont connus sont respective- 
ment #, pour le premier processus et k, pour le second. 

Quelle quantité de deuxième matière obtiendra-t-on { unités de 
temps après le début du processus ? 

4022. Un réservoir d’un volume de 100 I est rempli de saumure 
contenant 10 kg de sel. Ce réservoir reçoit 3 1 d’eau pure par mn. 
Le mélange coule à la même vitesse dans un second réservoir de 
volume identique rempli initialement d’eau pure et dont le trop- 
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plein se déverse. Quelle est la quantité de sel contenue dans le se- 
cond réservoir au bout d’une heure? Quelle est la quantité maximale 
de sel contenue dans le second réservoir? A quel instant cette quan- 
tité sera-t-elle atteinte? (La concentration de sel dans chaque réser- 
voir est maintenue uniforme par remuage.) 

&023. La tension et la résistance d’un circuit passent uniformé- 
ment, dans l’espace d’une minute, respectivement de 0 à 120 V et 
de 0 à 120 ohms (voir exercices 3977-3978). 
L'inductance du circuit est constante (1 H). 
L'intensité initiale est Z,. Exprimer l’inten- 
sité en fonction du temps au cours de la 
première minute d'expérience. 

4024*. Un tube cylindrique horizontal 
étroit AB, hermétiquement fermé, est rem- 
pli de gaz. Ce tube tourne uniformément 
autour d’un axe vertical OO, (fig. 69) pas- 
sant par l’une de ses extrémités avec une 
vitesse angulaire w. La longueur du tube 
est Z cm, sa section transversale — S cm°, Fig. 69 
la masse de gaz — M g, la pression dans 
le tube au repos — p, (la pression est constante tout le long du tu- 
be). Trouver la distribution de la pression le long du tube pendant sa 
rotation, i.e. exprimer p en fonction de x. 


Autres exemples d'équations 
du premier ordre 


Trouver la solution générale des équations en les ramenant par 
changement de variables à des équations linéaires ou homogènes. 


’ 2y—z—5 , 2z — 1 
4025. y = 4026. U = 
4027. (z+y+1)dxr= (2x + 2y —1) dy. 
SRE 2 (y + 2)° CS y — x 
4028. y — G+y=TE 4029. y  YG+ID 
4030. = 4031. (1 — xy + x°y?) dx = 2° dy. 


4032. (x°y° — 1) y” + 2zy° = 0. 


4033. gg += (2). 4034. zy' +1 —e?. 
4035. (2° + y° + 1) dy + zy dr = 0. 

4036. x dr + y dy + x (x dy — y dx) = (. 

4037. (2° + y° + y) dr = zx dy. 

Résoudre les équations de Bernoulli. 


4038. y’ + 2zry — 2r*ys. 4039. y’ + PRE +y2=0. 


4040. y" (ay +y)=r. 4041. rdr— (Eu) dy. 
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4042. xy +y=y ln r. 4043. y’ —ytg x + y?cos r — 0. 
4044. y' Ve = 2Vy À 4045. ry —4y—22V y =0. 


z cos? z 


4046. y dy —% dx = 


4047. y =, où (zx) est une fonction donnée. 


4048. Trouver une courbe telle que le segment découpé sur l’axe 
des ordonnées par une tangente quelconque soit : 

1) proportionnel au carré de l’ordonnée du point de contact; 

2) proportionnel au cube de l’ordonnée du point de contact. 

4049. Trouver les courbes d'équations p = f (æ) telles que l’aire 
des secteurs limités par ces courbes, les rayons polaires du point fixe 
(Po Po) et du point courant (Pp, ®) soit proportionnelle au produit des 
coordonnées polaires p et @ du point courant. Le coefficient de pro- 
portionnalilé est X. 


Equations aux différentielles totales 


Trouver la solution générale des équations. 
4050. (27° — zxy*) dx + (2y° — z°y) dy = 0. 


4051. = (4-1) dr. 4052. ev dr +(re"—2y) dy—0. 
y=1 v _ zdr+y dy _ y dx — zx dy 
4053. yz"”"! dx +t xV ]n x dy = 0. 4054. Ve 5 — : 


4055, Y+Sinz-cos" (zu) je L dy + sin ydy=0. 


cos* (xzy) LC) 
4056. (1+2V 224 y) dr +(—1+V 22 + y) y dy =0. 
4057. (sin + — + cos i +1)dz + (< cos # — 7 sin + 
1 
+7) dy =0. 


Facteur intégrant 


Trouver le facteur intégrant et les solutions générales des équa- 
tions. 


4058. (z° + y) dre — x dy = 0. 4059. y (1 + xy) dr — x dy = 0. 
4060. (z° + y? + 2x) dx + 2y dy = 0. 


4061. À ax + (y° — In x) dy = 0. 
4062. (x cos y — y sin y) dy + (x sin y + y cos y) dx = 0. 


Fr. P(x)dx Le. 
4063. Vérifier que la fonction e est facteur intégrant de 


l'équation linéaire D + P(x)y=Q (x). 
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4064. Trouver le facteur intégrant de l'équation de Bernoulli 
y + P(y=y"Q(. 
4065. Trouver les conditions sous lesquelles l’équation 
X (x, y) dx + Y (x, y) dy = 0 


admet un facteur intégrant de la forme M = F (x + y). 
4066. Trouver les conditions sous lesquelles l'équation 


X (x, y)dz + Y (x, y) dy =0 
admet un facteur intégrant de la forme M = F (xz-y). 


Problèmes divers 


Trouver les solutions générales des équations. 
4067. y'—=ar+by+c. 4068. ay” + by + cy" = 0. 


4069. y —#+—?, 4070. y = HT A, 


y—z—4 y? 
407. = - 4072. y'(y?—x)=y. 
4073. = Fe = dy =0 


4074. (2y + ry*) dr + (x + x°y?) dy = 0. 
4075. (2zy + x2y +4) dr + (12 + y?) dy = 0. 
4076. A+} 


y = z(y+1)—2 
4077. Ru dr = (. 


1 
Rs Le En enr lés+ La CEE . ne 
4079. 4080. ysin z+y" cos r — 1. 


4081. y'—y—+y?cosr —0. 4082. y’ — cos z sin y+tg z 


sin z-COs y 
4083. ry' cos + — y COS _ — ZT. 


4084. (z cos L+ y sin 2) y dr + (z cos y sin 3) x dy — 0. 


4085. y’ — er — 8. 4086. y — y” cos x = y* cos x (1 — sin zx). 


cos 
x2+y° 


4087. 2yy —=e * + ERÉ oz. 


4088. (14e) dz+ev (1 —<+) dy = 0. 


4089. Trouver les courbes dont le rapport de la sous-normale en 
un point à la somme de l’abscisse et de l’ordonnée de ce point est 
égal au rapport de l’ordonnée à l’abscisse de ce point. 
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4090. Trouver les courbes telles que le segment de toute tangente 
intercepté par l’axe des x et la droite y — ax + b admette le point 
de contact pour milieu. 

4091. Trouver les courbes telles que le rapport de la distance de 
toute normale à l’origine des coordonnées à la distance de la même 
normale au point (a, b) soit égal à une constante k. 

4092. Trouver les courbes telles que la distance de l’origine des 
coordonnées à une tangente quelconque soit égale à la distance de 
l’origine des coordonnées à la normale en ce point de contact. 

4093*. Trouver les courbes telles que l’ordonnée de tout point 
soit moyenne proportionnelle entre l’abscisse et la somme de l’abs- 
cisse et de la sous-normale en ce point. 

4094. Un circuit électrique de résistance R — 3/2 ohms est mis 
‘ sous tension (de 0 à 120 V}) uniformément en l’espace de deux minu- 
tes. Par ailleurs, l’inductance est branchée uniformément à raison 
d’un nombre d’henry égal à celui qui mesure l'intensité du courant 
en ampères. Exprimer l’intensité en fonction du temps pendant les 
deux premières minutes d'expérience. 


$ 2. Equations du premier ordre (suite) 


Champ de directions.lsoclines 


I 


4095. On considère l'équation différentielle y’ — ——. a) Tracer 


le champ de directions défini par cette équation. b) Déterminer la 
position du vecteur du champ par rapport au rayon polaire de tout 
point du champ. c) Déterminer l'allure des courbes intégrales de 
l'équation à partir du champ de directions. d) Trouver les courbes 
intégrales en résolvant cette équation avec une méthode ordinaire 
(la méthode de séparation des variables). e) Déterminer la famille 
d’isoclines de cette équation. 

4096. Trouver une équation différentielle admettant pour iso- 
clines : 

1) les hyperboles équilatères xy = a ; 2) les paraboles y? = 2 px; 
3) les cercles 2° + y? — R*°. 

4097. Trouver les isoclines de l'équation différentielle de la fa- 
mille de paraboles y = az?. Faire un dessin. Interpréter géométri- 
quement ce résultat. 

4098. Vérifier que les isoclines d’une équation homogène (et 
d’elle seulement) sont des droites passant par l’origine des coordon- 
nées. 

4099. Trouver les équations linéaires dont les isoclines sont des 
droites. 

4100. Soient y,, y:, y: les ordonnées de trois isoclines d’une 
équation linéaire, correspondant à une même abscisse. Vérifier que 


le rapport — est constant quelle que soit cette abscisse. 
37 91 
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Intégration approchée des équations 
différentielles 


24 y2 
4101. Soit l'équation y = a . Construire approximative- 


ment la courbe intégrale correspondant à l'intervalle 1 < r < 5 et 
passant par le point M (1, 1). 


4102. Soit l'équation y = pe 


ment la courbe intégrale correspondant à l'intervalle (0,5; 3,5] et 
passant par le point (0,5; 0,5). 

4103. Soit l'équation y’ = zy° + :°. Appliquer la formule 
d’Euler au calcul de y pour z = 1, sachant que y est une solution 
particulière satisfaisant à la condition initiale y |, — 0. Calculer 
y avec deux décimales vraies. 

4104. Soit l'équation y = V z-y? + 1. Appliquer la méthode 
d’Euler au calcul de y pour z = 2, sachant que y est une solution 
particulière satisfaisant à la condition initiale y |,=, — 0. Calculer 
y avec deux décimales vraies. 


Construire approximative- 


4105. Soient l'équation y’ = Æ et la condition initiale 


y |x=0 = 1. Résoudre cette équation exactement et calculer y pour 
z = 0,9. Calculer ensuite cette valeur avec une méthode approchée 
en divisant l'intervalle (0; 0,9] en 9 parties. Déterminer l'erreur 
relative commise sur le dernier résultat. 

ee la condition 
Fyi ° 

initiale y[|,=, = 0. Résoudre cette équation exactement et calcu- 
ler z pour y — 1 en utilisant une méthode approchée quelconque 
d'intégration (comparer ensuite avec la valeur de x obtenue en ré- 
solvant exactement cette équation). 

&107. y = y? + xzy + 2°. Trouver par la méthode des approxi- 
mations successives la deuxième approximation de la solution qui 
satisfait à la condition initiale y [= = 1. 

&108. y’ — zy° — 1. Calculer pour x — 1 la solution de cette 
équation qui satisfait à la condition initiale y |. — 0. Appliquer 
la méthode des approximations successives et se limiter à la troisième 
approximation. Faire les calculs avec deux décimales vraies. 

Trouver quelques premiers termes du développement en série 
entière des solutions des équations satisfaisant aux conditions ini- 
tiales mentionnées. 


4109. y = y — zx; y |x=0 = 1. 

4110. y = 2°y° — 1; y lo = 1. 

M1. y = — y; y |. = 0. 
y' 


4106. On considère l'équation y = 


4112, y = +1; yl-o 1. 
4113. = pers: y «0 = 0. 
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4114. y = eV + zy; y [eo = 0. 
4115. y = siny —sinzxz; y |,-o = (0. 
4116. y = 1+zxz<+ rx — 2y; y | = 1. 


Solutions singulières. Equation de 
Clairault. Equation de Lagrange 


Trouver les solutions générales et singulières des équations de 
Clairault et des équations de Lagrange. 


4117. y = 2y + y’. 4118. y = xy  — 3y". 

4119. y=ay ++. 4120. y=zy +VT+ UT. 
4121. y — xy' + sin y. 4122. zy — y = In y. 
4123. y = y’? (x + 1). 4124. 2yy = x (y'° + 4). 
4125. y = yy'? + 2zxy'. 4126. y = x (1 + y') + y'?. 
4127. y = In (zy — y). 4128. y = y’ (x + 1) + y'*. 
D ee ay 1— y. 

4130. x =y (7 +). 


Trouver les solutions singulières des équations suivantes en ap- 
pliquant la même méthode que dans le cas des équations de Lagrange 
et de Clairault. 

4131. y? yy +e = 0. 4132. 2°y"? — 2 (xy — 2) y + y°=0. 

4133. y’ Q' — 2x) = 2 (y — x‘). 

4134. Démontrer le théorème suivant: si une équation diffé- 
rentielle linéaire est une équation de Clairault, ses courbes intégra- 
les sont un faisceau de droites. 

4135. Trouver la courbe dont l'aire du triangle formé par une 
tangente et les axes de coordonnées est constante. 

4136. Trouver la courbe dont la somme des segments découpés 
sur les axes de coordonnées par les tangentes est égale à 2a. 

4137. Trouver les courbes telles que le produit des distances de 
toute tangente à deux points donnés soit constant. 

4138. Trouver les courbes telles que l’aire du rectangle construit 
sur la tangente et la normale en un point quelconque soit égale à 
l'aire d’un rectangle dont les côtés sont numériquement égaux à 
l’abscisse et l’ordonnée du point de contact. 

4139. Trouver les courbes telles que la somme de la normale et de: 
la sous-normale soit proportionnelle à l’abscisse du point de contact. 

4140*. Trouver les courbes telles que les axes de coordonnées 
interceptent sur toute normale un segment de longueur constante a. 

4141. La différence entre la vitesse d'un point matériel à une da- 
te arbitraire et la vitesse moyenne (du début du mouvement à cette 
date) est une grandeur directement proportionnelle à l’énergie ciné- 
tique de ce point et inversement proportionnelle au temps. Expri- 
mer l’espace en fonction du temps. 
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Trajectoires isogonales el orthogonales.. 
Développantes 


Trouver les trajectoires orthogonales aux courbes données. 

4142. Les ellipses de grand axe 24. 

4143. Les paraboles y* — 4 (x — a). 

4144. Les cercles 2°? + y* = 2ax. 

4145. Les cissoïdes (2a — x) y? = zx. 

4146. Les paraboles égales tangentes en leurs sommets à une 
droite donnée. 

4147. Les cercles égaux centrés sur une droite donnée. 

4148. Trouver une famille de trajectoires coupant les courbes 
z® — 2a (y — xV 3) sous un angle & — 60°. 

4149. Trouver la famille de trajectoires isogonales qui coupent 
les paraboles y? — 4ax sous un angle &« — 45°. 

4150*. Trouver la courbe de propagation du son dans le plan à 
partir d’une source fixe située dans ce plan sachant qu'un vent de 
vitesse constante souffle dans toutes les directions. 

Trouver les développantes des courbes. 

&151. Le cercle x° + y? = R*. 


4152. La chaînette y = a ch +. 


4153. La développante du cercle 
zx = a (cost + tsint), y = a(sint —tcost). 
4154. La parabole semi-cubique y = 3f°, x = —2f. 


$ 3. Equations du second ordre et d’ordre supérieur 


Cas particuliers d'équations 
du second ordre 


Résoudre les équations. 
4155. y" = x + sin z. 4156. y” = arctg x. 4157. y” = In x. 


158. zy" = y’. 4159. y" = y + x. 1160. y" = +. 
4161. (4 + 2°) y° + (y) + 1 = 0. 
4162. zy" = y’ In z. 4163. (y"}? = y’. 


4164. 2xy'y" = (y'} +1. 4165. y” — 2 ctg x.y’ — sin z. 
4166. 1 + (y'}° = 2yy”’. 4167. (y'}° + 2yy” = 0. 


4168. a2y"—y=0 4169. y°—— 1. 

y | = 
4170. PA 2e mure A 4171. yy" + (y)? =1. 
4172. yy" = (y'}. 4173. Qyy” — 3 (y'}? = Apt. 


4174. y (—ny)y + (4 + ny) y} = 0. 
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175. y'=2yy. 4176. cos y. Ph + sin y (SE) — À. 


4177. yy — (J'Y = y°y'. 4178. yy" — yy' In y = (y')°. 

4179. y = y" (+ —2 y #4) ; 

4180. (x +a)y"+z(y} = y. 4181*. yy'y" = (y) + (y°°. 

4182. xy" — L (y°)? — y = 0. 

Résoudre les équations moyennant un changement convenable 
de variables: yy” = p, (y) = p, zxy = p, L = p, etc. 

4183. zyy” + x (y) = 3yy'. 4184. xy” = y’ (e — À). 


4185. yy” + (y)? = x. 4186. y” + £y — 5 = 0. 
>. d° d 2 
4187. my (sy) = 0. 


4188. yy” = y° (2V yy — y’). 
Trouver les solutions particulières des équations satisfaisant aux 
conditions initiales indiquées. 
4189. y'(2+1)=2:y"; y lxmo = 1 
4190. zy" + z (y — y =0 ylzms = 2, Y'|xms = 1. 
0 
1 


4191. y = ++; y |xma = 0, Y'Ixeas = 4 
4192. 2y" = 3y°; Y [xs = 1, Y'lxms = — 1 
4193. yy° = (y')* — (y'})°; Y {em = 4, Y'lem] = —1. 
4194. y = — 1; Y |x1 = 1, Y'|x=1 = 0. = 
H95. y — py = 1; ÿleme = V2; leo = V2 
4196. y” = e*?; Y [emo = 0,  Ÿÿ° |z=0 = 1. 


4197. 2 (Y}= y" (y — 1);  ylzm = 2 Ye = —1. 

A198%. dy" = (y— 2);  Yylem = 1 Ye = 1. 

M9. y = 2ÿ +y +1;  ylzmo = 1,  Y' lx=o = 0. 

4200*. Trouver la courbe dont le rayon de courbure en l’un quel- 
conque de ses points est proportionnel à la normale en ce point. Pren- 
dre pour coefficient de proportionnalité k — —1, +1, —2, +2. 

4201. Trouver les courbes dont la projection du rayon de courbu- 
re sur l’axe Oy est une grandeur constante a. 

4202. Trouver les courbes passant par l'origine des coordonnées 
etftelles que le rapport de l’aire du triangle MTP (fig. 70) formé par 
la tangente en un point quelconque M, l’ordonnée MP de ce point 
et l’axe des abscisses, à l’aire du triangle curviligne OMP soit égal 
à une grandeur constante k (k > 1/2). 

4203. Trouver la courbe dont la longueur de l’arc mesuré à par- 
tir d’un point quelconque est proportionnelle au coefficient angu- 
laire de la tangente à l’extrémité de cet arc. 
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4204. Un point de masse m est lancé verticalement vers le haut 
à une vitesse initiale v,. La résistance de l’air est kv*. Si l’on prend 
la verticale pour axe Oy le mouvement du point vers le haut aura 
pour équation: 


d'y " 
mr = — Mg —hv ; 

et vers le bas: 
m = _me+ke, 


où vu — æ. Trouver la vitesse du point au moment où il touche le 
sol. 

4205. Un fil fin inextensible est suspendu horizontalement à 
ses extrémités. Quelle forme prendra-t-il à l'équilibre sous l’action 
d'une charge uniformément distribuée 
sur la projection du fil sur un plan hori- 
zontal? (On négligera le poids du fil.) 

4206. Ecrire l'équation du mou- 
vement rectiligne d’un point matériel 
de masse m sachant que le travail 
fourni par la force qui agit dans le 
sens du mouvement et qui dépend du 
chemin parcouru est proportionnel au 
temps écoulé depuis le début du 
mouvement. Le coefficient de propor- Fig. 70 
tionnalité est égal à k. 

4207*. Un rayon lumineux passe de l’air (indice de réfraction 
mo) dans un liquide d'indice de réfraction variable en faisant un 
angle «, avec la verticale (angle d'incidence). Sachant que l'indice 
de réfraction du liquide dépend linéairement de la profondeur, qu'il 
est constant dans tout plan parallèle à l'horizontale, qu'il est égal 
à m, à la surface et à m, à une profondeur », on demande de trouver 
la forme de ce rayon lumineux dans le liquide. (On rappelle que 
l'indice de réfraction d’un milieu est inversement proportionnel à la 
vitesse de propagation de la lumière.) 


Cas particuliers d'équations 
d'ordre supérieur 


Trouver les solutions générales des équations. 


4208. y" = +. 4209. y" = cos 2x. 
4210. y? = e°*. 4211. 2°y" = (y”}°. 
4212. yzŸ = ylv. 4213. y" = (y”}*. 
4214. y'y" = 3 (y”}°. 4215. yy" — y'y" = 0. 


4216. y" (1 + (y°}21 = 37° (y). 
4247. (y — y'y" = (£)". 


z 


18—01227 273 


Solutions approchées 


4218. Lorsqu'on étudie les oscillations d’un système matériel à 
un degré de liberté, on rencontre l'équation différentielle y” — 
= f, (x) + fa (Y) + fa (y). Résoudre graphiquement cette équation 
sachant que : 

DhD=0, fRy=—-Vy  fs(y)=0,5y et y: 
= Y 1x=0 — V; 

2) h (x) = —x, fa (y) = 0, fs(y) = —01y —01y% et 
YU lx=o — Y Îx=o — 

4219. y = yy — À; y lo — 1, y |x=0 = 1. 

1) Résoudre graphiquement cette équation. 

2) Développer la solution en série entière en se limitant aux pre- 
miers termes. 

4220. Trouver les six premiers termes du développement en série 
de la solution de l'équation différentielle y” — + vérifiant les 
conditions initiales y [1 = 4, Y° |x-1 = 0. 

4221. Trouver sous forme de série entière la solution particulière 
de l'équation différentielle y” = x sin y’ vérifiant les conditions 


a aus F1 . x . . 
initiales y [x = 0, y lx=1 = Ta (On se limitera aux six premiers 


termes.) 
4222. Trouver sous forme de série entière la solution particu- 


lière y = f(x) de l'équation y” = xzyy’ satisfaisant aux conditions 
initiales f (0) = 1, f’ (0) = 1. Peut-on se limiter aux cinq premiers 
termes du développement pour calculer f (—0,5) à 0,001 près? 

4223. Trouver les sept premiers termes du développement en sé- 
rie entière de la solution de l'équation différentielle yy" + y” + y = 
—= 0 satisfaisant aux conditions initiales y |+-o = 1, y’ |x-0o = 0. 
Déterminer l’ordre de petitesse de la différence y — (2 — x — e”*) 
lorsque z —+ 0. 

4224. Trouver les 12 premiers termes du développement en série 
entière de la solution de l’équation différentielle y” + yy’ — 2 = 0 
satisfaisant aux conditions initiales y [= = 0, y” |x=0 = 0. Cal- 

1 


culer l’intégrale | y dx à 0,001 près. Calculer y”|.0,5 à 0,00001 près. 


0 

4225*. Un circuit électrique comprend en série une inductance 
L = 0,4 H et un voltamètre. L'électrolyte est un litre d’eau 
légèrement additionnée d’acide sulfurique. L'eau est décomposée 
par le courant, ce qui modifie la concentration et partant la 
résistance de la solution. La tension aux bornes est maintenue 
constante et égale à 20 V. La masse de l’électrolyte décomposé est 
proportionnelle à l’intensité du courant, au temps et à l'équivalent 
électrochimique (loi de Faraday). L’équivalent électrochimique de 
l'eau est égal à 0,000187 g/C. La résistance initiale de la solution 
étant À, = 2 ohms et l'intensité initiale 10 A, exprimer sous forme 
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d’une série entière et en fonction du temps le volume d’eau dans le 
voltamèetre. 

4226*. Un circuit électrique comprend en série une inductance 
L = 0,4 H et un voltamètre de résistance initiale 2 ohms. L’électro- 
lyte est constitué d’un litre d’eau dans lequel on a dissous 10 g d’aci- 
de chlorhydrique. L'’acide est décomposé par le courant, ce qui 
modifie la concentration de l’électrolyte (cf. exercice précédent où 
c'était le volume du solvant qui était variable et non la masse de la 
matière dissoute). La tension aux bornes étant de 20 V, l’équivalent 
électrochimique k de l’acide chlorhydrique de 0,000381 g/C et l’in- 
tensité initiale de 40 À, exprimer sous forme d’une série entière et 
en fonction du temps la masse d’acide chlorhydrique contenue dans 
l’électrolyte. 


$ 4. Equations linéaires 


4227. Les fonctions z*° et rt sont solutions d’une équation diffé- 
rentielle homogène et linéaire de deuxième ordre. Vérifier qu'elles 
forment un système fondamental. Trouver cette équation. 

4228. Même problème pour les fonctions e* et ze”. 

4229. Les fonctions x, z°, e* forment un système fondamental de 
solutions d’une équation différentielle homogène et linéaire de troi- 
sième ordre. Trouver cette équation. 

4230. Les fonctions z° et x° forment un système fondamental de 
solutions d’une équation différentielle homogène et linéaire de se- 
cond ordre. Trouver la solution de cette équation qui satisfait aux 
conditions initiales y [ze = 1, y’ [1 = 0. 

4231. Les fonctions cos? x et sin* x sont solutions d’une équation 
différentielle linéaire et homogène du second ordre: 

a) vérifier qu’elles constituent un système fondamental de solu- 
tions ; 

b) écrire cette équation; 

c) montrer que les fonctions 1 et cos 2x constituent également un 
système fondamental. 

4232*. Si y, est solution particulière de l’équation 

y" + y'P (x) +yQ (x) = 0, 


alors 


Yo = CY | p IE, _ (C est une constante) 
1 


l'est également. Montrer cela de trois manières: 

1) par une vérification immédiate, 2) par le changement y — 
= y,Z; 3) à l’aide de la formule d'Ostrogradski. 

4233. Appliquer la formule de l'exercice 4322 à la recherche de 
la solution générale de l'équation (1 — x°) y" — 2xzy" + 2y = 0 
sachant qu’une solution particulière est y, = x. 

4234. Intégrer l'équation y” + y + y = 0 sachant qu'une 

Sin z 


solution particulière est y, = + 
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4235. L'équation (2x — 2°?) y" + (x — 2) y + 2 (1 — x) y = 
— 0 admet la solution y = e*. Trouver la solution de cette équation 
qui satisfait les conditions initiales y lx=1 = 0, | TS 

4236*. Trouv er une condition nécessaire et suffisante pour que 
l'équation y” + y” P (x) — yQ (x) — 0 possède deux solutions y 
et y, linéairement indépendantes telles que yiye = 1. 

4237*. Trouver la solution générale de l'équation 


(1 — 2) y" — zy + Jy = 0 


sachant qu'elle admet pour solution particulière un polynôme du 
troisième degré. 

Dans les exercices 4238-4240 choisir une solution particulière 
(distincte de la triviale) puis trouver les solutions générales des 
équations. 


4238. y” — tgz-y + 2y = 0. 
4239. y —y ++ = (0. 


4240. y — y +4 0 
d api Y TT 
4241. Trouver la solution générale de l'équation 
y" — 3x°y" + Gxzy — 6y = 0 
sachant que y, = x et y, = z° sont des solutions particulières. 
Trouver les solutions générales des équations non homogènes. 
4242. x°y" — A + y = 4r. 
—- y” EE | —1 y—=T — 1. 
4244. (3x L 222) y' tro y + 6y = 6. 
4245. L'équation (1 + x?) y” + 2ry" — 2y = 41° + 2 admet 


y = x? pour solution particulière. Trouver la solution de cette équa- 
tion qui satisfait les conditions y |,-_, = 0, y” [x = 0. 


4246. Trouver les six premiers termes du développement en sé- 
entière de la solution de l'équation différentielle 
— (1 na zx?) y — Ô qui satisfait les conditions initiales y |. -0= 


= —2, y leo = 2. 
4247. Trouver les neuf premiers termes du développement en sé- 
rie entière de la solution de l'équation différentielle y” = x2°y — y” 


qui satisfait aux conditions initiales y |k-o = 1, y’ |x=0o = 0. 

4248. Représenter par une série entière la solution particulière 
de l'équation y” —zy +y—1—=0; yo = 0, y’ |x=o = 0. 

4249. Représenter par une série entière la solution générale de 
l'équation y” — y-e*. (Se limiter aux six premiers termes.) 

4250. Représenter par une série entière la solution générale de 
l'équation y” + zy — x°y = 0. (On se limitera aux six premiers 
termes.) 
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Equations à coefficients constants 


Trouver les solutions générales des équations. 

4251. y" + y — 2y = 0. 4252. y” — Jy = 0. 

4253. y” — 4y = 0. 4254. y" — 2y — y = 0. 

4255. 3y° — 2y" — 8y = 0. 4256. y" + y = 0. 

4257. y" + Gy + 13y = 0. 4258. 4y" — 8y" + 5y = 0. 

4259. y" — 2y + y = 0. 4260. 4ËE — 20 + 257 = 0. 

4261. 2y” + y’ + 2 sin? 15° cos 15° -y = 0. 

Intégrer les équations suivantes. 

4262. y" — 4y + 3y—=0; ylx=o = 6, Y° |x=0 = 10. 

4263. y” + 4y° + 29y — 0; y lx=o — 0, ÿ° lx=o = 15. 

4264. 4y° + 4y +y—=0; ylx=o = 2, Y |x=0 = 0. 

4265. Soit y, — e”* une solution particulière d’une équation 
différentielle linéaire et homogène du second ordre à coefficients 
constants. Sachant que le discriminant de l'équation caractéristique 
correspondante est nul, trouver la solution particulière de cette 
équation différentielle qui est égale à 1 avec sa dérivée pour z = 0. 

4266. Trouver la courbe intégrale de l'équation y” + 9y = 0 
qui passe par le point M (x, —1) et qui est tangente en ce point à 
la droite y + 1 = x — nr. 

4267. Trouver la courbe intégrale de l'équation y” + ky — 0 qui 
passe par le point M (x,, Yo) et qui est tangente en ce point à la droi- 
te y — yy = a (zx — XL). 

Composer les solutions générales des équations non homogènes 
en trouvant leurs solutions particulières soit par tâtonnement soit 
par la méthode de variation des constantes arbitraires. 

4268. 2y° + y — y = 2e*. 4269. y" + a°y = e*. 

4270. y" — Ty + 6y = sinzx. 4271. y” + 2y + 5y — 

—7 cos 2x. 

4272. y" — Gy" + Jy = 22° — x + 3. 

4273. y" — 2y" + 2y = 2x. 4274. y" + 4y — 5y = 1. 
4275. y" — 3y + 2y = f (x), si f (x) est égale à: 

1) 10e-*; 2) 3e; 3) 2 sin x; 4) 2° — 30: 


5) 2 cos +; 6) x — e* + 1;7) e* (3 — 4x); 8) 3x + 5 sin 2; 


9) 2e* — e-*; 10) sin x sin 2x; 11) sh zx. 

4276. 2y° + 5y = f (x), si f (x) est égale à: 

4) 52° — 2x — 1; 2) e*“; 3) 29 cos x; 4) cos? x; 

9) 0,1 e-°%* — 25 sin 2,5 zx; 6) 29 zsinzxz; 7) 100x-e * cos x; 


8) 3 ch?z. 
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4277. y" — 4y + 4y = f (x), si f (x) est égale à: 

1)1; 2)e-*; 3) 3%; 4) 2 (sin 2x + x); 5) sin x cos 2x; 

6) sin° x; 7) 8 (2° + e* + sin 2x); 8) sh 2z; 9) sh x + sin zx: 
10) e* — sh (x — 1). 

4278. y" + y = f (x), si f (x) est égale à: 

1)28 — zx +2; 2) —8 cos 3x; 3) cos x; 4) sin z — 2e” 

9) cos x cos 2z; 6) 24 sintz; 7) ch z. 

4279. 5y° — ” + Oy = f(x), si f (x) est égale à : 


4) Se : 2) sin + z; 53) 7 +28 —zr+2;: 1 à -COS TZ; 


3 
5) e5 -sin 22; 6) 13 e*-ch x. 
4280. y” + y + ctg° z = 0. 4281. y" — 2y + y = 
4282. y" — y = f (x), si f (x) est égale à: 
1) =: 2) XV 1—e; 3) “cos. 


Trouver les solutions particulières des équations satisfaisant les 
conditions initiales indiquées. 


3 
4283. 4y” + 16y" + 15y = 4e? :; y [emo = 3, Y° leo = —5,5. 
4284. y" — 2y" + 10y — 10172 + 187 +6; y lkmo= 1, Y |x=0 = 


ARE 


y"—y =2(4— 2x); ylx=o = 1, Y lxmo = 1. 
4286. y" — 2j = (+ z—3);y eo = 2, Y lxæo = 2: 
2287. y +y+sin2z= 0; yeux = 9 ler = 1 
4288*. Montrer que l'équation a,y” + ay” + ay = AeP* 
(as, &, aa sont des coefficients constants, p et À des nombres réels 


ou complexes) admet une solution particulière de la forme y — mL 
si p n'est pas racine . l'équation caractéristique  (r) = aor° + 


+ar+a—=0;7y =" si p est une racine simple et enfin 


y = Se si p est une racine double. 

Trouver les solutions générales des équations d’Euler. 

4289. 2?y" — 9zy" + 21y = 0. 4290. 2°?y" + 2y + y = x. 
n__Y y __2 

4292. 2°y" — 22y + 2y + zx — 22 = 0. 

4293. Si l’axe de l'arbre d’une turbine se trouve dans une posi- 

tion horizontale et si le centre de gravité du disque qui est monté sur 

cet arbre n’est pas situé sur l'axe, alors la déformation y de l’axe de 

l'arbre (fig. 71) lorsque celui-ci est en rotation satisfait l'équation 

Le (——w?) y = g cos ot + w°e, 
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où m est la masse du disque, &« un nombre constant dépendant du 
mode de fixation des extrémités À et B; « la vitesse angulaire, e 
l’'excentricité du centre de gravité du disque. Trouver l'intégrale 
générale de cette équation. 

4294. Un point matériel de masse 1 g est éloigné d’un centre, le 
long d’une droite, par une force proportionnelle à la distance qui la 
sépare de ce centre (coefficient de proportionnalité : 4). La résistance 
du milieu est proportionnel- 
le à la vitesse du mouve- A 
ment (coefficient de propor- 
tionnalité: 3). Ecrire l’équa- 
tion de ce mouvement sa- 
chant qu’à l'instant initial 
le point est à 1 cm du centre 
et que sa vitesse est nulle. 

4295. Une particule de masse 1g se déplace sur une ligne droite 
vers un point À sous l’action d’une force d'attraction qui est pro- 
portionnelle à la distance qui la sépare du point À. À 1 cm de À 
cette force est de 0,1 dyne. La résistance du milieu est proportion- 
nelle à la vitesse et est égale à 0,4 dyne pour une vitesse de 1 cm/s. 
A l'instant £ = 0 la particule se trouve à 10 cm du point À et sa vi- 
tesse est nulle. Exprimer la distance en fonction du temps et calcu- 
ler cette distance pour ? = 3s (à 0,01 cm près). 

4296. Un point matériel de masse m se déplace sur une ligne 
droite de À en B sous l’action d’une force constante F. La résistance 
du milieu est proportionnelle à la distance du point matériel au 
point B et à l'instant initial (i.e. au point À) est égale à f (f< F). 
Sachant que la vitesse initiale du point est nulle, trouver le temps 
qu’il mettra pour aller de À en B. (AB = a). 

4297. Un corps de masse 200 g est suspendu à un ressort. On tire 
ce ressort de 2 cm puis on le relâche (sans vitesse initiale). Ecrire 
l'équation du mouvement du corps en supposant que la résistance du 
milieu est proportionnelle à la vitesse. Si le corps se déplace à une 
vitesse de 4 cm/s la force de résistance est de 0,1 gf; la tension du 
ressort lorsqu'on l'allonge de 2 cm est de 10 kgf. On néglige le poids 
du ressort. 

4298. Un billot cylindrique en bois (S — 100 cm, À — 20 cm, 
y = 0,5 g/cm*) est entièrement plongé dans l’eau puis lâché sans 
vitesse initiale. Sachant que la force de frottement est proportion- 
nelle à la hauteur immergée, déterminer le coefficient de proportion- 
nalité À pour que le billot émerge de moitié à la première émersion. 

Trouver la durée (4,) de la première émersion. 

Ecrire l'équation de la première émersion. 

&299*. Un tube long et étroit tourne horizontalement à une 
vitesse angulaire constante w autour d’un axe vertical. A l'instant 
initial, à une distance a, de l’axe et à l’intérieur du tube se trouve 
une boule de masse m. Ecrire l'équation du mouvement de la boule 
par rapport au tube sachant que sa vitesse initiale par rapport au 
tube est nulle. 


279 


4300. Résoudre le problème précédent en supposant que la boule 
est fixée au point © d’un ressort. L'action du ressort sur la boule est 
proportionnelle à la déformation du ressort, une force de À dynes 
provoquant un allongement de 1 cm. La longueur du ressort au re- 
pos est a, Cm. 


Equations d'ordre supérieur 


Trouver les solutions générales des équations. 


4301. y” + 9y' = 0. 4302. yAV)— 13y" + 36y = 0. 
4303. yAV) — 8y” —16y. 4304. yAV) — 16y. 
4305. y” — 13y" — 12y = 0. 4306. y” —3y" + 3y — y = 0. 
4307. yAV' + 2y" + y” = 0. 4308. ytn) — yin-2), 


4309. ya + y = 0. 
4310. 64y(VIID LE 48y(VD LE 12yAV) LE y" — 0. 


4311. gen) 2 gr ECO yen + ….++y +y=0. 
4312. y" = — y"; y |x=0 = 2, y [x=0 = 0, y” [x=0 = —1. 
4313. yV = y"; ylx=0—0, Y'Ix=0—1, Y’|x-0 =0, 


y” [x=0 — 1; yAV) |x=0 = 2. 


Trouver les solutions générales des équations non homogènes. On 
choisira les solutions particulières soit par tâtonnement soit par la 
méthode de variation des constantes arbitraires. 

4314. y” — 4y° + 5y — 2y = 2x + 3. 

4315. y” — 3y" + 2y = e-* (4x° + 4x — 10). 

4316. yAV) LE Sy” + 16y = cos x. 

4317. yAV) + 2a2y" + ay = cos ax. 

4318. y + y" = 2x —1. 

4319. yAV) y = re + cos x. 

4320. ya —2y + y=8(e" +e*)+ 4 (sin x + cos x). 

4321. y” + 2y” + y” + 2e-* — 0; y <= = 2, y | == 9 = +; 

y" |x=0 = 

4322. y —y = 3(2— 2); y lx=0 = Y lx=o = Y° leo = 1. 

4323. Intégrer l'équation d’Euler: x°y” + zy — y = 0. 


$ 5. Systèmes d’équations différentielles 


dr dx 

a =y— 12, a +u, 
4324.14. À ; 43242. à 

À + 2r+5y= 0. 7 = 8x + Ay 


d 
dz D =E—Y+2, 
7H = TOY; dy 
4324.38. dy 43244. À He —=rz+y—z, 
ar = 97 +y dz 
7 = 27 —Y 
dz dx 
ass a è—v+s 
4324.5. | = —r+y+s, 43246. E =r+y+ 
dz d 
er = 4t—y+4z 
(Les racines de l'équation caracté- 
ristique sont r, = 1Â,r: = 2,r3 = 5). 
dz 
: d TJ? 
43247. À Mr 3y—z, 4325. 
dt dy tt 
FE tt x+e +e 
= 2y+È3—x 


(Les racines de l'équation caracté- 
ristique sont r; = 2, ro 3 = 3 + i). 


Dr 6y+ e* yz' = 2x (=) 
=, ; 
Ty —=Y,; 
4328. =“ 4329. 232 + ay 0 
— er —., è = ; 2 — : 
1330. d 1331 en 
=, - y=2 (2—y) 
LEE bei = 7, 
4332. 4333. À 
= + y= cost, re =Y 
d?x t 
79 Eu Libre , ° 
d “dt 
4334. ne 4335, 
‘ât + = 


Trouver les solutions particulières des systèmes d'équations diffé- 
rentielles satisfaisant les conditions initiales indiquées page 282. 


— = — — 9? y [x=0 = 1 ; 
dz ZT — y5 
4336. dz _:(r+y) c| _—_ 4 
de goeys. PEUT 
dr 2x 1 
— —1——, Tk1=—7; 
d ? 
4337. : .. 
HR Ty it, Yi = —-. 
( Æcty—x, 
| di z [1-0 = 1 ; 
4338. À = —=2+z—y, 
dz y leo =2|t-0 = 0. 
L'ar -TrUTE, 
dx 
a mu+s Z 1-0 = —1; 
dy _ 
4339. | Tr TT: y [1-0 = 1; 
dz 


4340. Trouver deux courbes telles que : a) les tangentes aux points 
de même abscisse se coupent sur l’axe des ordonnées ; b) les normales 
aux points de même abscisse se coupent sur l’axe des abscisses ; c) l’une 
d’elles passe par le point (1, 1) et l’autre par le point (1, 2). 

4341. Soient deux courbes dont l’une y = f(x) passe par le 

X 
point (0,1), l’autre y = | f (t) dt par le point (0, 1/2). Les tangentes 
à ces courbes aux points de mêmes abscisses se coupent sur l'axe des 
abscisses. Trouver la courbe y = f (x). 

4342. Trouver une courbe gauche passant le point (0, 1, 1) telle que 

a) le lieu géométrique de la trace de la tangente sur le plan Ozxy 
lorsque le point de contact décrit cette courbe soit la bissectrice de 
l'angle (Ox, Oy), 

b) la distance de cette trace à l’origine des coordonnées soit égale 
à la coordonnée z du point de contact. 

4343. Deux boules de masse m sont reliées par un ressort de mas- 
se négligeable (dont l’allongemet est proportionnel à la force d’ex- 
tension). Au repos la longueur du ressort est /,. On le tire jusqu'à 
la longueur L,, puis à l’instant t — 0 les deux boules qui sont situées 
à la verticale l’une de l’autre sont lâchées (on néglige la résistance 
du milieu). Trouver le temps 7 nécessaire au ressort pour reprendre 
sa longueur /,. Ecrire l'équation du mouvement de chaque boule. 
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4344. Un tube horizontal tourne autour d'un axe vertical à rai- 
son de 2 radians par seconde. Ce tube renferme deux boules de 300g 
et 200g reliées par un ressort au repos, de masse négligeable, long 
de 10 cm, la boule la plus lourde étant la plus éloignée de l’axe de 
rotation. Une force de 0,24 N allonge le ressort de 1 cm, quant au 
centre de gravité du système formé par les boules, il se trouve à 
10 cm de l’axe de rotation. Les boules sont maintenues dans cet état 
par un mécanisme. Celui-ci cessant d'agir à l'instant & — 0, les deux 
boules se mettent en mouvement. Ecrire l'équation du mouvement 
de chaque boule par rapport au tube (on négligera la force de frotte- 
ment). 

4345. La vitesse de croissance d’une culture de micro-organismes 
est proportionnelle à leur nombre et à la quantité de matière nutri- 
tive (le coefficient de proportionnalité est k). La matière nutritive 
diminue à une vitesse proportionnelle au nombre de micro-organis- 
mes existant (le coefficient de proportionnalité est égal à k,). Au dé- 
but de l’expérience le récipient renfermait À, micro-organismes et une 
quantité B, de matière nutritive. Exprimer le nombre À de micro- 
organismes et la quantité B de matière nutritive en fonction du temps 
> 0, k, > 0). 

4346*. Supposons que les bactéries se reproduisent à une vitesse 
proportionnelle à leur nombre (coefficient de proportionnalité: a) et 
qu'en même temps elles secrètent un poison qui les détruit à une 
vitesse proportionnelle à la quantité de poison et au nombre de bacté- 
ries (coefficient de proportionnalité : b). Supposons par ailleurs que 
la vitesse de secrétion du poison est proportionnelle au nombre de 
bactéries (coefficiet de proportionnalité : c). Le nombre de bactéries 
croît jusqu’à une valeur maximale, puis décroît et tend vers 0. Mon- 


trer que le nombre NW de bactéries est donné en fonction du temps par 
la formule 


4M 

N= (eh + e-Rt)2 ? 
où M est le nombre maximal de bactéries et le temps { mesuré à par- 
tir du moment où N = M, k étant une constante. 

4347. Deux cylindres, dont les bases sont situées dans un même 
plan, communiquent entre eux par un tube en caoutchouc et sont 
remplis de liquide jusqu’à des hauteurs différentes H, et H.. Le tube 
est traversé dans l’unité de temps par un volume de liquide propor- 
tionnel à la différence de niveau, i.e. égal à &æ- (k, — h.), où & est le 
coefficient de proportionnalité. Trouver la loi de variation de la hau- 
teur de liquide dans les cylindres sachant que leurs sections trans- 
versales sont respectivement S, et S.. 


$ 6. Problèmes numériques 


4348. 1 kg d’eau de chaleur spécifique constante et de tempéra- 
ture initiale 6, est chauffé par un appareil de chauffage de résistance 
électrique R dépendant linéairement de la température 60: À — 
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— R, (1 + 0,004 8), où R, est la résistance à 0 °C (cette loi est va- 
lable pour la plupart des métaux purs). On néglige les pertes de cha- 
leur. 

Exprimer la température 6 en fonction du temps t? dans l'inter- 
valle [0, 7] sachant que 

1) la tension E varie uniformément et qu’elle passe de £ = 0 à 
E = E, en l’espace de 7 s. Calculer à 1° près de combien s’est élevée 
la température de l’eau à la fin de la 10-ème minute. 8, = 0°, E, — 
— 410 V, Ro= 10 ohms et T — 10mn; 

2) latension varie suivant la loi E£ = E, sin 100xt. Calculer à 1° 
près de combien s’est élevée la température à la fin de la 10-ème mi- 
nute. 0, — 0°, E, — 110 V et R, — 10 ohms. 

4349. Un litre d’eau est chauffé par une résistance électrique de 
24 ohms. L'eau cède une partie de sa chaleur au milieu ambiant 
dont la température est de 20 °C (la vitesse de refroidissement est 
proportionnelle à la différence de température de l’eau et du milieu). 
On sait que si l’on coupe le courant, la température de l’eau passera 
de 40° à 30° en 10 mn. La température initiale de l’eau est de 20°C. 
Quelle est la température de l’eau au bout de 10 mn si: 

1) la tension ÆE passe uniformément de ÆE, = 0 à E, = 120 V 
en l’espace de 10 mn. Précision des calculs: 0,1° ; 

2) le courant est alternatif et la tension varie d’après la formule 
E = 110 sin 100x1t? Précision des calculs: 0,1°. 


4350. Soit l'équation y’ — = — 1°. Dresser le tableau de valeurs 


de la solution satisfaisant à la condition initiale y |,=, = 1, en 
faisant varier x de À à 1,5 par valeurs de 0,05. Précision des calculs: 
0,001. 

4351. Calculer pour z = 1 la valeur de la solution particulière 
de l’équation y” = y + zx satisfaisant la condition initiale y |.=0 — 
— 1. Calculer les 5 premières approximations y, Yo, Ya; Ya: Us (à 
0,0001 près) par la méthode des approximations successives. Com- 
parer les résultats obtenus. 


4352. On sait que l'intégrale je dx ne se calcule pas sous 


forme finie à l’aide de fonctions élémentaires. Se servir du fait que 
Es 
la fonction y = e* (e-t° dt est solution de l'équation y” = 2xy + 1 
0 
0,5 


pour calculer j e*° dx. Utiliser la méthode des approximations 


0 
successives en se limitant aux cinq premières approximations. Com- 
parer ce résultat avec celui obtenu avec la règle de Simpson. 

4353. y = f (x) est la solution de l’équation différentielle y” — 
= y® — x satisfaisant à la condition initiale y |, — 1. Trouver 
par la méthode des approximations successives la quatrième appro- 
ximation (y,) en se limitant à un nombre de termes suffisant pour 
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calculer y, (0,3) à 0,001 près. Trouver ensuite quelques premiers 
termes du développement en série entière de la fonction f (x); cal- 
culer f (0,3) à 0,001 près et considérant cette valeur comme plus exac- 
te évaluer l’erreur commise sur y, (0,3). 

ie y — f (x) est la solution de l'équation différentielle y" = 
1 5 
L — qui satisfait les conditions initiales y [= = 1, 
Y' |x=0 = 0. Calculer f (1,6) à 0,001 pres. 

4355*. y = f (x) est la solution de l'équation différentielle y” = 
— y" — y + xsatisfaisant les conditions initiales y [k=1—1, Y° |x=1 = 
— (0. Trouver f (1,21) à 0,000001 près. 

4356*. y — f (x) est la solution de l'équation différentielle y” 
— zy — y + e* satisfaisant les conditions initiales y |, = 1, 
y" |x=0 — 0. Calculer f (1/2) à 0,0001 près. 

4357. Soit une courbe d'équation y = f (x). Développer la fonc- 
tion f (x) en série sachant qu’elle est solution de l'équation diffé- 
rentielle y” — xy avec les conditions initiales y |:=0 = 0, y” |x=o = 
— 4. Calculer à 0,0001 près la courbure de cette courbe au point 
d'abscisse 1. 


CHAPITRE XV 


SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES 


$ 1. Polynômes trigonométriques 


l ; eix + e—ix 
4358. Se servir des formules d'Euler cos z — en — et 
e eix RE e=ix Q e n n 
SIN T——5—— pour montrer que les fonctions sin” zet cos" x peu- 


vent être représentées par des polynômes trigonométriques d'ordre n. 
4359. Démontrer les relations 
27 27 
sin” x cos mx dx — | sin” x sin mx dr — | cos" x cos mx dx — 
0 0 


CL ETS 


27 


= | cos"zsinmrdr=0 si m>n (m et n sont entiers). 
0 

4360. Montrer que tout polynôme trigonométrique d'ordre » 
composé uniquement de cosinus peut être mis sous la forme 

P (cos œ), où P (x) est un polynôme de degré » en x. 
4361. Se servir des formules d'Euler (voir exercice 4358) pour 

démontrer la relation 

sin 


1P Los (TN 9 
cos + cos 2p + ... + cos np — = = 


sin+ 
4362. Démontrer les relations: 
sin 2np . 
1) cos + cos 3p+ ... + cos (2n — 1) p—= sing 


sin sin ee si 
2) sin—+sin2p+ ... + sin np — = = 
EX 

4363. Trouver les zéros des polynômes trignométriques 


sin @ + sin 2® + ... + sin ny 


sin 


et 
cos + cos 2p + ... + cos 79 
dans l'intervalle [0, 2x]. 
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4364. Montrer que le polynôme trigonométrique 
sin +228 + .. an np 


n 


possède dans l'intervalle [0, x] des maximums aux points EU 

a za à ; 27 
rt” ..., (2q—1) ENT et des minimums aux der ES 
2.—, és Q—1)Æ, où g=+ si nr est pair et q— un si ñ 
est impair. 


4365*. Montrer que le polynôme trigonométrique sans terme 
libre 


D, (op) = a cos @ + b, sin p + ... + a, cos np + b, sin np 


non identiquement nul ne peut pas conserver le même signe pour 
tous les . 


$ 2. Séries de Fourier 
4366. Vérifier que la fonction y = x sin 2 pour zÆO0ety =0 


pour z = 0 dans l'intervalle {—x, x] est continue avec sa dérivée 
première, mais qu'elle ne remplit pas les conditions du théorème 
de Dirichlet. Peut-on la développer en série de Fourier dans l'inter- 
valle [—x, x]? 

Dans les exercices 4367-4371 on suppose que la fonction f(x} 
est continue. 

4367. La fonction j (x) vérifie la condition 


f(x + 7) = —f (a). 
Montrer que tous ses coefficients pairs de Fourier sont nuls (ï.e. 
Go = As = be = a = bi =. = (). 
4368. La fonction f (x) satisfait la condition 
f(+z =f(. 
Montrer que tous ses coefficients impairs de Fourier sont nuls. 
4369. La fonction f (x) satisfait les conditions f (—zx) = f (x) 
et f(z+ x) = —ÿf (à). 
Montrer que b, = be = b3 = ... = 0 et a, = as = a = ... 


| 4370. La fonction f (x) satisfait les conditions 
f(—2) = —f() et f(x + an) = —f (à). 


Montrer que a =&=u =... —=0 et b, = b4, = be = .- 


1371. La fonction f (x) satisfait les conditions: 
a) f(—2) = f(x) et f(x + x) = f(x); 
b) f (—2x) = —f (à) et f(x + x) = f G@). 


Trouver les coefficients nuls de Fourier. 
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4372. Développer en série de Fourier une fonction égale à —1 
dans l'intervalle ]—x, O[ et à 1 dans l'intervalle JO, nl. 

4373. Développer la fonction y = - — > en une série de sinus 
dans l'intervalle JO, x. | 

4374. Appliquer les résultats des exercices 4372 et 4373 au dé- 
veloppement en série des fonctions y = zx et y = —— Indiquer les 
intervalles de validité des formules obtenues. : 

4375. Développerlafonctiony — T — = en une série de cosinus 
dans l'intervalle JO, x. | 


4376. Développer la fonction y = 1° en une série de Fourier: 


1) dans l'intervalle ]J—x, nl; 2) dans l'intervalle JO, 2nl 
(fig. 72 et 73). 


p à 2x 3r 


Fig. 73 


Appliquer les développements obtenus au calcul des sommes des 
séries : 


1 1 1 
Salt tt... ++... 
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RENE did ee +(— 1 LE + 


Sa=1+7 Tr: + + 


Développer les fonctions données en séries de Fourier dans les 
intervalles mentionnés. 


4377. La fonction y — x° dans l'intervalle ]0, nl en série de 
sinus. 

4378. La fonction y = zx° dans l'intervalle ]—:x, x. 

4379. La fonction f (x) égale à 1 pour —x << x << 0 et à 3 pour 
0<Lr< ur. 

4380. La fonction f (x) égale à 1 dans l'intervalle JO, kl et à 0 
dans l'intervalle Jk, xl, en série de cosinus. 

&381. La fonction continue f (x) égale à 1 pour x = 0, à 0 dans 
l'intervalle |2h, xl et linéaire dans l'intervalle JO, 2hl, en série de 
cosinus (0 <h<5 =) 


4382. La Fiction y = | x | dans l'intervalle ]—{, if. 
4383. La fonction y = e* — 1 dans l'intervalle J0, 2x. 
4384. La fonction y = e* dans l'intervalle ]—£{, ![. 


Fig. 74 


4385. La fonction y = cos ax dans l'intervalle ]—x, x{ (a n'étant 
pas un entier). 


4386. La fonction y = sin ax dans l'intervalle ]—x, xl (a n'étant 
pas un entier). 

4387. La fonction y = sin ax (a est un entier) dans l’intervalle 
10, xl en série de cosinus. 

4388. La fonction y = cos ax (a est un entier) dans l'intervalle 
J0, xl en série de cosinus. 

4389. La fonction y = sh ax dans l'intervalle ]—x, nl. 

&390. La fonction y = ch x dans l'intervalle ]0, x! en série de 
cosinus et en série de sinus. 

4391. Développer en série de Fourier la fonction dont le graphe 
est représenté sur la fig. 74 


4392*. Développer en série de Fourier la fonction dont le graphe 
est représenté sur la fig. 75. 
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4393*. Développer en série de Fourier les graphes représentés sur 
les fig. 76 et 77. 


Fig. 75 


4394. Développer la fonction y = x (x — x) en série de cosinus 
dans l'intervalle JO, xi. Appliquer le résultat obtenu au calcul de 
la somme 

1 1 1 (—1}n-1 
start... +e PESTE 


4395. On donne la fonction œ (x) = (n°? — x*)°. 


Fig. 77 


a) Vérifier qu'ont lieu les égalités 
p(—n) = pr), pi(—n) = px) et p’(—n) = p” (a), 
[mais que ®" (—1x)  p” (x)]. 


b) Se servir du résultat obtenu pour développer la fonction (x) 
en série de Fourier dans l'intervalle (—1x, x.) 
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c) Calculer la somme de Ia série 


(— 1" 
n\ 


1 1 1 
ST T a ze Ces rs Se 


S 3. Méthode de Krylov. Analyse harmonique 


Améliorer la convergence des séries trigonométriques en rame- 
nant les coefficients jusqu’à l’ordre À indiqué entre parenthèses. 


4396*. D xrisinnr (4 = 4). 
n= Î 
Pr ". 1 . 
4397. S\(—1) rsinns (= 2). 
n=— 1 


4398*. Ÿ a cosnz (k—4). 
n=0 
: nïxt 
%® nsin T9 
4399*. ÿ TEE cos nt (4 = Ô). 


n—=2 


4400. Les fonctions jf; (x) (i = 1, 2, 3) sont données dans l’in- 
tervalle [0, 2x{ par le tableau suivant : 


fa (x) | 2,3 


1,6 


3,2 | 2,1 


|. 


—0.4| 0,3 


Trouver une expression approchée de ces fonctions sous forme 
d'un polynôme trigonométrique du second ordre. 
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CHAPITRE XVI 


ÉLEMENTS DE LA THÉORIE DES CHAMPS *) 


Champ vectoriel, divergence, rotationnel 


4401. Trouver les lignes vectorielles du champ homogène 
A (P) = ai + bj + ck, où a, b et c sont des constantes. 

4402. Trouver les lignes vectorielles du champ plan À (P) = 
= —oyè + wzj, où o est une constante. 

4403. Trouver les lignes vectorielles du champ À (P) = —œyi + 
—+ ©xzÿ + hk, où w et h sont des constantes. 

4404. Trouver les lignes vectorielles du champ: 

1) A(P)=(y+dé—rj—zk; 

2) A(P)=(2—y)i+(z—2)j+(y—r)K; 

3) A(P)= 2 (p2— 2?) à — y (+ 22) j +2 (22 + y?) ke. 

Calculer la divergence et le rotationnel des champs vectoriels 
suivants: 

4405. À (P) = zè + yj + zk. 

4406. A (P) = (y? + 2?) à + (2 + 2) j + (+ y) K. 

4407. A (P) = zyzi + xy°zj + xyz°k. 

4408. À (P) = grad (2° + y? + 2°). 

4409. Un champ vectoriel est engendré par une force de grandeur 
constante F, orientée dans le sens de l'axe des abscisses. Calculer la 
divergence et le rotationnel de ce champ. 

&410. Un champ vectoriel plan est engendré par une force inver- 
sement proportionnelle au carré de la distance de son point d’appli- 
cation à l’origine des coordonnées et orientée vers l’origine des coor- 
données. (Exemple un champ électrique plan engendré par une char- 
ge ponctuelle.) Trouver la divergence et le rotationnel de ce champ. 

4411. Trouver la divergence et le rotationnel d’un champ spatial 
dont les lignes de force réalisent les conditions de l'exercice 4410. 

4412. Un champ vectoriel est engendré par une force inversement 
proportionnelle à la distance de son point d’application à l’axe Oz, 
perpendiculaire à cet axe et orientée vers lui. Calculer la divergence 
et le rotationnel de ce champ. 


*) Les problèmes relatifs aux propriétés du champ scalaire et de son gra- 
dient figurent dans le $ 4 du chapitre XI. 
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4413. Un champ vectoriel est engendré par une force inverse- 
ment proportionnelle à la distance de son point d'application au 
plan x0y et orientée vers l’origine des coordonnées. Calculer la di- 
vergence de ce champ. 

Ici et dans la suite r est un rayon vecteur et r — | r | son module. 

4414. Calculer div (ar), où a est un scalaire constant. 

4415. Démontrer la relation 


div (A) = œ div 4 + (14 grad ), 


où @ — (x, y, z) est une fonction scalaire. 

4416. Calculer div b (ra) et div r (ra), où «a et b sont des vec- 
teurs constants. 

4417. Calculer div (a X r), où a est un vecteur constant. 

4418. Sans passer aux coordonnées calculer la divergence du 
champ vectoriel: 


r — 1 

1) A (2) =r (ar)—2ar°, 2) A (2) = s 3) grad Tr=r0 . 

4419. Calculer la divergence du champ vectoriel 
A(P)=f{lrl) — 


rl” 


Montrer que la divergence de ce champ est nulle si et seulement si 


f{lr D) = _ dans l’espace et f(|r |) — ni dans le plan, où C est 
une constante arbitraire. 


4420. Montrer que 
rot [4, (P) + 4, (P)] = rot À, (P) + rot 4, (P). 


4421. Calculer rot [@A (2)], où @ = œ (x, y, z) est une fonction 
scalaire. 

4422. Calculer rot ra, où «a est un vecteur constant. 

4423. Calculer rot («a X r), où a est un vecteur constant. 

4424. Un solide tourne à une vitesse angulaire constante w autour 
d’un axe. Trouver la divergence et le rotationnel du champ de 
vitesses linéaires. 

4425. Montrer la relation 


n [grad (An) — rot (1 X n)] = div À, 


sachant que x est un vecteur unitaire constant. 


En analyse vectorielle il est plus commode de représenter les opérations de 
differentiation (grad, div, rot) par le vecteur V (« nabla » ou opérateur de Ha- 
milton) : 

dd, d., d,. 
Vs dt ut SA 

Cet opérateur agit sur une grandeur (scalaire ou: vectorielle) de la manière 

suivante : il faut multiplier vectoriellement! ce vecteur par la grandeur en ques- 
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tion, puis considérer le produit du symbole _ , etc. par une grandeur S$ comme 
la recherche de la dérivée correspondante. Alors grad u — Vu; div À — VA: 
rot À = V X À. 
L'opérateur de Hamilton sert également au calcul des dérivées secondes 
VVu = div grad u; V X Vu = rot grad u; V (VA) = grad div À; 
V(V X À) = div rot 4; V X (V X À) = rot rot À. 


4426. Montrer que r -V r" = nr", où ?° est un rayon vecteur. 

4427. Montrer les relations: 

4) rot grad u = 0; 2) div rot À = 0. 

4428. Montrer que 

diveradu— #44 du, du 
1V gra Us FE GE * 

{Cette expression porte le nom d’opérateur de Laplace et s'écrit 
Au. En se servant de l'opérateur d’'Hamilton on peut le mettre sous 
la forme Au = (VV) u = Vu.) 

4429. Montrer que 

rot rot 4 (P)— grad div 4 (P)j— AA (P), 
où AA(P)=AA,i+ AA, j+AA.k. 
Potentiel 


4430. Un champ vectoriel est engendré par un vecteur constant 
A. Vérifier que ce champ possède un potentiel qu’on évaluera. 

4431. Un champ vectoriel est engendré par une force proportion- 
nelle à la distance de son point d'application à l’origine des coor- 
données. Montrer que ce champ est conservatif et calculer son poten- 
tiel. 

4432. Les forces d’un champ sont inversement proportionnelles à 
la distance de leurs points d'application au plan Ozxy et orientées 
vers l’origine des coordonnées. Etablir si ce champest conservatif. 

4433. Les forces d’un champ sont proportionnelles au carré de la 
distance de leurs points d'application à l’axe de cotes et orientées 
vers l’origine des coordonnées. Etablir si ce champ est conservatif. 

4434. Un champ vectoriel est engendré par une force inversement 
proportionnelle à la distance de son point d’application à l’axe Oz, 
perpendiculaire à cet axe et orientée vers lui. Montrer que ce champ 
est conservatif et trouver son potentiel. 

4435. Un champ vectoriel est engendré par les vitesses linéaires 
des points d’un solide en rotation autour de son axe. Est-ce que ce 
champ possède un potentiel ? 

4436. Les forces d’un champ sont définies comme suit: À (P) = 


= f (= (ce champ est central). Montrer que le potentiel de ce champ 
est égal à: 


u(r,y,s)= | fr (= VE+ +). 


D | 
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En déduire, comme cas particulier, le potentiel du champ de la 
force d'attraction d’une masse ponctuelle et le potentiel de l’exer- 
cice 4431. 

4437. Trouver le travail effectué par les forces du champ À (p) = 
= zy à + yz j + xzz k lorsqu'un point de masse m se déplace sur une 
courbe fermée composée du segment de droite x + z = 1, y = 0, 
du quart de circonférence x? + y? = 1, z — O0 et du segment de 


Fig. 78 Fig. 79 


droite y + z = 1, x = 0 (fig. 78), dans le sens indiqué sur la figure. 
Comment varie le travail si l’on remplace l’arc BA par la ligne poly- 
gonale BOA ou le segment BA? 


Potentiel de la force d'attraction *) 


4438. Soit donnée dans le plan OEn une tige AB de longueur 21}, 
de densité linéaire 6, disposée sur l’axe OË, symétriquement à l’ori- 
gine des coordonnées (fig. 79). 

a) Trouver le potentiel u (x, y) de la tige. 

b) Montrer que les projections À et Ÿ de la force d'attraction 
agissant sur un point P de masse m et de coordonnées Ë = x, n = y 
sont égales à 


sante (ph): ve 08 (94 É6) 


el la résultante RÀ égale à 


2mkô . 1 
R=——sin(a+$). 


où k est la constante d'attraction (C — la projection du point P sur 
l'axe OË, à — l'angle APC, B — l'angle BPC). 

4439. Trouver le potentiel de la circonférence zx? + y? — R?, 
z = 0 au point (R, 0, 2R) sachant que la densité est en chaque point 


*) Dans ce paragraphe, la force d'attraction agit selon la loi de Newton. 
Au lieu de l’expression « potentiel de masse » placée sur (ou dans) une figure 
géométrique, nons dirons pour abréger « potentiel de la figure donnée ». 
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égale à la valeur absolue du sinus de l’angle fait par le rayon vecteur 
de ce point avec l’axe des abscisses. 

4440. Trouver le potentiel de la première spire d’une hélice 
homogène x = a cost, y — a sin t, z = bt à l’origine des coordon- 
nées, sachant que la densité est 6. 

&441. Trouver le potentiel d’un carré homogène de côté a (la 
densité surfacique est 6) en l’un de ses sommets. 

4442. Sur le plan Ozxy est distribuée une masse avec une densité 
Ô variant d'après la loi Ô — Tr où p est la distance de cette masse 
à l’origine des coordonnées. Trouver le potentiel au point (0, 0, k). 
(Distinguer les trois cas: k << 1, k = 1 et hk > 1.) 

&443*. Calculer le potentiel de la surface latérale homogène d'un 
cylindre à base circulaire : 

4) au centre de la base, 

2) au centre de son axe (le rayon du cylindre est À, la hauteur 
et la densité surfacique ô). 

4444. Calculer le potentiel de la surface latérale homogène d'un 
cône circulaire droit (rayon de base À, hauteur H) en son sommet. 

4445. On donne un cylindre homogène circulaire droit (rayon de 
base R, hauteur 7, densité à). 

1) Calculer le potentiel au centre de la base. 

2) Calculer le potentiel au milieu de l’axe. 

4446. On donne un cône circulaire droit homogène (rayon de ba- 
se R, hauteur F7, densité 6). Trouver le potentiel de ce cône en son 
sommet. 

4447. Trouver le potentiel d'une demi-boule homogène 1° + y° + 
+ 7° < R° (2 > 0) de densité 6 au point À (0, 0, a). (Distinguer deux 
cas: a>kR et a<R.) 

4448*. Trouver le potentiel d'un solide homogènelimité par 
deux concentriques de rayons R et r (R >> r) et de densité Ô en un 
point situé à une distance a du centre. (Distinguer trois cas: a > À, 
a Lretr< a < R.) Montrer que si ce point est situé à l’intérieur du 
corps, la force d'attraction qui agit sur lui est nulle. 

4449. Trouver le potentiel d’une boule pleine non homogène 


HSP+È<KR 


au point À (0, 0, x) («a > R) sachant que la densité Ô = Àz*, i.e. est 
proportionnelle au carré de la distance de ce point au plan Ozxy. 


Flux et circulation (dans le plan) 


4450. Calculer le flux et la circulation d'un vecteur constant À 
le long d’une courbe fermée arbitraire L. 

4&51. Calculer le flux et la circulation du vecteur À (P) = ar,où 
a est un scalaire constant et > le rayon vecteur du point P, le long 
d’une courbe fermée arbitraire L. 
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4452. Calculer le flux et la circulation du vecteur À (P) = xi — 
— yj le long d’une courbe fermée arbitraire L. 

4453. Calculer le flux et la circulation du vecteur A (P) — 
= (2 — y)à + (y + x) j le long d'une circonférence de rayon R 
centrée à l’origine des coordonnées. 

4454. Le potentiel du champ de vitesses des particules d’un 


fluide courant est égal àu = In r,oùr = V 2° + y2. Trouver la quan- 
tité de liquide qui a traversé un contour fermé ZL contenant l'origine 
des coordonnées dans l’unité de temps (flux), et la quantité de liquide 
qui s’est écoulée dans l’unité de temps le long de ce contour (circu- 
lation). Comment varie ce résultat si l’origine des coordonnées se 
trouve à l'extérieur du contour? 

4455. Le potentiel du champ de vitesses des particules d’un li- 


quide courant est égal à u = @, où @ = arctg _ . Trouver le flux et 


la circulation du vecteur le long d’un contour fermé L. 

4456. Le potentiel du champ de vitesses des particules d'un fluide 
courant est égal à u (x, y) = x (x° — 3y*). Trouver la quantité de 
liquide qui s’est écoulée dans l'unité de temps à travers le segment 
de droite qui joint l’origine des coordonnées au point (1, 1). 


Flux et circulation (dans l’espace) 


4457. Montrer que le flux d’un rayon vecteur r à travers une 
surface fermée quelconque est égal au triple volume du corps limité 
par celte surface. 

4458. Calculer le flux d’un rayon vecteur à travers la surface 
latérale d’un cylindre circulaire (rayon de base À, hauteur AH) 
sachant que l’axe de ce cylindre passe par l’origine des coordon- 
nées. ù 

4459. Appliquer les résultats des exercices 4457 et 4458 au calcul 
du flux d’un rayon vecteur à travers les bases du cylindre de l’exer- 
cice précédent. 

4460. Calculer le flux d’un rayon vecteur à travers la surface la- 
térale d’un cône circulaire droit dont la base est portée par le plan 
xOy et l'axe coïncide avec l’axe Oz. (Hauteur du cône 1, rayon de 
base 2.) 

4461. Trouver le flux du vecteur A (P) = zyè + yzj + xzk à 
travers la portion de sphère x° + y° + z° — 1 comprise dans le 
premier octant. 

&462*. Calculer le flux du vecteur A (P) — yzè + xzj + zyk à 
travers la surface latérale de la pyramide qui a pour sommet le point 
S (0, 0, 2) et pour base le triangle O (0, O0, 0), À (2, 0. O), 
B (0, 1, O). 

4463. Calculer la circulation du rayon vecteur le long de la spire 
AB de l’hélice x = a cost, y = asint, z — bt, où À et B sont les 
points correspondant aux valeurs 0 et 2x du paramètre t. 
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4464. Un solide tourne autour de l’axe Oz à une vitesse angulaire 
œ constante. Calculer la circulation du champ des vitesses linéaires 
le long d’une circonférence de rayon À dont le centre est situé sur 
l'axe de rotation et le plan est perpendiculaire à l’axe de rotation, 
dans le sens de la rotation. 

4465*. Calculer le flux du rotationnel du champ de vecteurs 
(P) = yi + zj + xk à travers la surface du paraboloïde de révo- 
ution 


z = 2 (14 — 2° — y) 
interceptée par le plan z = (. 


REPONSES 


Chapitre 1 


1. Tous les nombres naturels à l'exception de n = 1 et n = 2. Si la somme 
des angles est S et le nombre de côtés n, on a S = 1 (n — 2). 

4. a) la fonction est nulle pour z = —2, x = 1 et r = 6; 

b) elle est positive pour x < —2, —2<r<1, 126; 

c) elle est négative pour 1<z<6 


1 = 
. — — © 7. S = 
6. r Va tg &. 
8. b— V 25— a°. 9. —… f(4)=— —0,5; f(2)= 0; f(—2) = 
— 4; f (— = —5; f(V2)= —-0,242. 1(5) = 1; (0) —2; 


7) 
p (1) = 0,5; p(2)=0; p(—2) = —-4; a = 0e f(—1) n'existe pas, 


10. De Te f'(a+4) = af4-30? + — 
= a — 3a°+3a — 2; 2f(2a) — 16a3 — 


1. FO= À: F=1; FG=2: FD = À F (25) = V5: 
F (—1,5) = 7: p (0) — — p(2)=1; ç(—1) = Lip = 2x pour 
z>O0et pr) = 2-*-° pour r € 0; p(—1) + F (1) = 1. : 

12. D (0) = 0; (1) = 83 p(— = — À; +(<) = 6% po as; 


% (—a) = —at-a. 
13. p(#) = +1; [p (GF = 14428 + 1. 
20. 1010 est égal à la pente de la corde passant par les points 


b 
(a, AS et (b, f (8). 


23. T1 — —2, Ze — Ta — 7 2° 
24. Une racine est toujours x = a. 25. 4 et —2; —2, 2, 4, 410. 
26. r, = —R, 2, = —2, 73 = 2, 1, = 3 27. 2<—1et r > 2. 
28. a — 4, b — —1. 
| : . Tr 
29. a — Fons — ns (on suppose que sin 0,5 = oi b = 1; 
| 
= — — 21: = ——————…— . = —1: = — 
c gs + 2kn ou a Zsin 0,5 1,04: b 1° ss + (kr +1 x 
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30. y=(r+ 1 y =|— 32. y—= y (at + 1}. 
33. u = V1 + (Igsin x). 34. v — sin (1 + x). 


35. 1) y = 3, v = sin z; 2) y= Tr, v=u,u=z+1; 3) y = gr, 
v—=tgr; 4 y=uw,u=sinv,v= 2r+1; 5)y= Su, u = 1, v = 3r + 1. 


36. a) —F; b\ O0; c) sin 12; d) — sin 2r cos° 2r; e) z9 — 37° + 375 — 
— 228 + r; f) 0; g) sin (2 sin 27). 

38.1) y— +VT— sr: D v= HE Ve 3 vie; 
C5 y; o y M Li D y log (+7 — 


T A 


4) y = 


— log, (1° — 2) — r; 8) y — Arccos Er 

39*. Supposons que r > 0 et y >0, alors y+y—r—r—0; y = 
= x (son graphe est la bissectrice du premier quadrant). Supposons que r > 0 
et y<0:onay—-y—xr—r—=0, d'où r = 0 le nb est l'axe Oy). 
Supposons que r € 0 et y > 0: on a alors y + y — r + r = 0. d'où y — 0 
(le graphe est l'axe Or). Supposons que z < 0 et y < 0, on a alors y — y — 
— r+z— 0, i.e. une identité (le graphe est constitué de l’ensemble des points 
du troisième quadrant). 


40. 


41. 


43. Si / (x) est le poids du segment 4 M, alors / (x) = 2r pour0U<£r<1i 
1 (x) = 24-54 —1) pou 1<r<3, f(x) —r+2 pour 3<7r<4. 
La fonction est définie pour 0 < r < 4. 

44. S=n(2R — rx} pour 0OL<r<R; S=nR pou RLr<L3ER; 
S = x (6Rz — x° — 8R*°) pour 3R <r<4R. La fonction S == f(x) n'est 
pas définie en dehors de l'intervalle [0, 4R]. 


2 
45. V= az (æ-2) .O<r<2R. 


46. S=— VAR 2; O<r<2R. 
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47. 1)r>0; 2) x > —3; 3) r<>: 4) —oo € z L 0; 5) l'axe numé- 


rique tout entier à l'exception des points r — +1; 6) l’axe numérique tout 
entier; 7) n'est pas définie uniquement pour x = 0,r = —1, rx — 1; 8) l’axe 
numérique tout entier à l'exception des points x = 1etr = 2;:9)—1<zr<1; 
10) —o<r<0 et 4Lr< oo; 11) —o <r<LiÂi et 3Lr< oo: la 
fonction n'est pas définie dans l'intervalle ]1,3[ ; 12) —oo << rx < 1 et 2 < 
< z< co; la fonction n'est pas définie dans l'intervalle [1,2]; 13) —4 < 


Lr<h: 14 1Lr<3:150<r<1: 16 —S<r:<T: 17) 0<r< 


& 1/2; 18) —1 Lx L'1; 19) —oo € r L0; 20) n'a pas de sens; 21) 1 < 
Lr LA; 22) 2kn << r L(2k + 1)xn, où k est un entier; 23) 2kn L< Ir < 
< (2k + 1) x. où k est un entier; 24) 0< r < 1 et 1 < r < o«œ. 

48. 1) —-2<r<0 et 0O<r<1i; 2 1<r<3: 3) 1<Lr< 4; 
4) 3/2<r<2et 2< r € æ; 5) le domaine de définition est constitué du 
seul point r=1; 6) —-1<r<0et1<r<2,2<r7<o; 71) 3—2n < 
<r<3-n, 3<17<4,8) —-4<L<r<—net 0OLr<Ln; I) 2kn < z < 
< (24 + 1). où k est un entier; 10) 4 rz € 5 et 6< r < oo; 11) n’est 
nulle part définie; 12) —1 € r < 1 et 2 << rx € 3; 13) l'axe numérique tout 
entier; 14) 4<r<6; 15) 2€ r < 3. 

49. 1) Oui, 2) sont identiques sur tout intervalle ne renfermant pas le 
por rx = 0; 3) sont identiques sur l'intervalle [0, o[ ; 4) sont identiques sur 
‘intervalle J0, of. 


— 1 
50. 1 — 4 — 2: 2 = —————— |, 
) y=V 42; 2) y VE 


1 1 1 
APTE Sr à 


51. 1)1<r<3;,2)0 << r< +o pour deux branches et 1 < z € +o 
pour les deux autres. 

52. —00 << tr < oc. 

53. 1)u > 0 pourr > 2; y<0pourrz <2; y =0pourr=2;2)y >0 
pour r<2etr >3; y< 0 pour 2<r<3; y = 0 pour z;, = 2et r, = 3; 
3) y > 0 dans l'intervalle ]—oo, œ[, la fonction ne possède pas de zéro: 
4) y > 0 dans les intervalles ]0, 1[, ]2, of ; y << 0 dans les intervalles ]—o, O[ 
et ]1, 2; y = 0 pour r, = 0, z, = 1, x: =2; 5) y > 0 pour r Æ0; y=0 
pour zx — 0. 

54. 1), 3), 8), 10), 11), 15) — paires; 5), 6), 9), 12), 14), 17) — impaires; 
2), 4), 7), 13), 16) ni paires ni impaires. 

55. 1) y=(#+2)+3r; 2) y=({1—-)+(—-8 —- 2x); 3) y — 


= (sin 2r + tg r) + cos - 


57. 1) y= + 
100 — +\100 100 __/4 __»\100 
D ge He (ie | (A) 


59. Les fonctions 1), 5), 6), 8). 

60. Les graphes sont représentés sur les fig. 80 et 81. 

61. 1) Decroiît dans l'intervalle ]—, O[ et croît dans l'intervalle ]0, co ; 
2) décroît dans l'intervalle ]—o, O[ et reste nulle dans l'intervalle ]J0, œf. 

62. 1) Maximum — 1, minimum = 0; 2) maximum — 1, minimum — 
= —1; 3) maximum — 2, minimum = 0; 4) ne possède pas de maximum, 
minimum = f. 


65. J = =. 66. a) p = 0,727h: b) 10,5 g'em°: c) 36,4 cm. 
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um 68. 1) y= et 4; 2) y=1,1957 + 1,940; 3) y — 


69. a) V — = 100 + 0.352; b) 100 cm°. 70. S — 16,6 + 1,34. 
71. V = 12 — 0,71. 72. Ay = 6. 73. Ay = —6. 74. Ar = 4. 75. r, = 2a. 
76. x — 3; la solution graphique de cette équation est le point 


‘inter- 
section de la fonction y = (zx) ct de la droite y = 2r — 4. 


Fig. 81 


78*. On remarquera que la condition de l'exercice exclut le signe d'éga- 
lité dans la relation | f(x) + p(r)| <1/(x)| +1 p(z)|l. On aura unc iné- 
galité stricte x € 3 et z > 4. On résoudrait cet exercice en construisant Îles 


graphes des fonctions ® (x) = | f (x) + q (x)| et p(x) = | LC) |+1qg(x)l. 
79. x < 2. Voir l'indication relative à l'exercice 


0 sur l'intervalle (—co: —3); 
5 
82. y— ge + : ' 


2 C2 
322 » » [3 ; le 


7 1 


2 pour z= À; 3) y=5 pour z—0; 
7a? a af a2 
4) nr pour =; 5) V— ET pour ZT : 


84. 1) y— —6 pour z=——2; 2) y—0,31875 pour PR : 3) y=> pour 
9 b 
Er — "ph? = 
Z= T7; 4) y—=at pour z=0; 5) y z 0 POUrT 2=-—. 
85. a=r+S. 86. a=5 +. 87. 4 m. 88. 50 cm. 
89. Le cylindre dont la section axiale est un carré 
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90. Plus la hauteur du cône est petite, plus la surface latérale est grande; 


la fonction atteint son maximum pour un rayon de base égal à 7 i.e. lorsque 


le cône dégénère en un disque plan. 

91. 12,5 cm. 92. La hauteur du rectangle est égale à la moitié de la 
hauteur du triangle. 

93. Le rayon du cylindre doit être égal à la moitié de celui du cône. 


| ne R 
94. Pour H# > 2R le rayon du cylindre est égal à ZAR 


< 2R la surface totale du cylindre inscrit sera d'autant plus grande que le 
sera le rayon de base. 
95. LR 96. PE ESS 
2 6—V 3 
98. Le côté des carrés doit être égal à 10 cm. 
99. Le côté de la base et les arêtes doivent être chacun égaux à 10 cm. 


; pour H < 


_#_ 
t+4 ° 


100. Le côté du triangle doit être égal à 


101. (= =): 102. (+ T)- 


3a 
9+4V3 
6’ 6 ECO 


104. 1)z, = —1,1,7: = 214,:2)z, = —1,7, = 5/2;,3)r & 05,7, & 4.4; 
4) rx, = ra = 3/2: 5) ne possède pas de racines réelles. 105. x, =—3, r, = 8. 
La solution graphique est le point d'intersection des graphes de la fonction 
y = q (zx) et de la parabole y* — 7x + 25. 

106. Si b? — 4 ac > 0 et a > 0 la fonction est définie sur l'axe numé- 
rique tout entier à l'exclusion de l'intervalle z, < r < z,, où x, et x. sont les 
racines du trinôme. Si b? — 4ac > 0 ct a € 0 la fonction est définie unique- 
ment pour << zx € Te. Si b® — 4ac € 0 et a > 0 la fonction est définie sur 
l'axe numérique tout entier. Si b° — 4ac € 0 et a € 0 la fonction n'est pas 
définie. Si, enfin, b? — 4ac = 0 la fonction est définie sur l’axe numérique tout 


entier à l’exception du seul point z = — _ pour a >0 et n'est nulie part 
définie pour a € 0. 


107. f(x + 1) = 27° + 5r + 3. 
ä z+2r+e ; ; | 
108*. Supposons que BEL — m, où m est un réel quelconque; 
on a alors (m — 1) 2° + 2 (2m — 1) x + © (3m — 1) = 0. L’argument x étant 
réel, il vient (2m — 1)? — (m — 1) (3mc — c) > 0 ou encore (4 — 3c) m° + 
+4(c—1)m—(c—1)>0; or comme m est réel cette inégalité n'a lieu 
que si 


4 — 3e > 0. 
&(c— 1) + (4 — 3c)(c —1) < 0; 


d'où 0 < c << 1, or par hypothèse c Æ 0, donc 0<c< 1. 

109. pu — 1748. 

110. La variable r est inversement proportionnelle à v. 

111. La variable x est directement proportionnelle à cv. 

112. La quantité de matière qui se dépose sur l’électrode est inversement 
proportionnelle au volume du solvant. 

114. 1) maximum pour r=—1 et y—4; 

minimum pour r—9 et y— 4/5; 


2) maximum pour x = —1et y — 1/7; 
minimum pour r=2 et y— —2; 

3) maximum pour z = 0 et y=—=Â; 
minimum pour z—#4 et y— —3/5. 
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LT, 
3 9 


117. 1) y=z; 2) y=S; 3) y= : 


S À —1 
4 y=+Vz-1;5) y=—; 6) y=—* = 


2z 


T'y=i+Vzti; 8) y=+Vz5—1; 


9) y= lg D: 10) y— —2+10%"1; 


1 
11) y=2* ; 12) y=log 
1 z 1 z 
13) y= 7 18 3—z ? 14) = RSS 
.. æz—À 
1 Larcsin 


2 
15) y = EE ; 
14 — arcsin ; 


16) y=+ cos + (UE r < 2n). 


119. d = —a. 
122. 1<z<3: y—1+21-%, 123. y — arcsin Ÿ7 —# — 2. 


125. r, = —0,5, r, = À, r3 = 54,5. 

126*. 1) r, = 1,4, les autres racines sont imaginaires; r, est l’abscisse 
du point d'intersection des graphes de la parabole cubique y = x° et de la 
droite y = —r +4; 

)mm = 1,79 = —1, r3 = 3; il est plus intéressant de faire le changement 
de variable z= 2 + aæet de choisir & tel que Î# coefficient de r’° s'annule; 
on procède ensuite comme dans 1); 3) r, = 4, r, = r43 = 1; voir indication 
du 2); 4) r, = —1, les autres racines sont imaginaires; voir indication du 2). 

127. 1) 1,465 ...; 2) =14,26 cm; 3) =6.8 cm. 

128. Si y, = 2, ye = x, alors 

pour n >1 et OLrz<1 yi<ys et pour 1 <z< o0 y > yo, 


» O<n<1Â » 1 Y29 9 » ya 2, 
9 —1<n<0Ù » » Y1-<Y29 »® » Yi Yo» 
» n<—i » » Yi Y2Y » » Yi < 2. 


133. = 1, ze = 2. 
134. (1, 2): (3, 8): (3, +) : (—1,5: 0,3 135. n — 15. 


136. En partant de la définition des fonctions hyperboliques on démontre 
que sh (—7r) = —shr, th (—x7) = —thr, ch (—zxr) = ch r. Ces fonctions ne 
sont pas périodiques. 

40. Yynin Æ 0,8 pour r = 0,4. 141. Cette fonction étant impaire son 
L— na x 
graphe est symétrique par rapport à l'origine des coordonnées. y== — 


143. DA=1T=Én:%4=5,T=n;3) À = 4 T = 254) À = 2, 
8 16 


= 4n;s) 4 =1, T=-;6) À = 5, T= La. 
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144. 12; _. 5.2) 1: 4x LR ee k 


DEA fan 2 pa Ed 
4) 1; 6x2 ; Ge x 


146. Domaine de définition ]0, r[. L’aire est maximale pour 2=—. 
ARS D ER +) 
147. z=Rsin ( R + 5 Harccos FK |: 


è t— : | . 
148. y — sin [ ; “0 (arcsin y, —arcsin yo) +arcsin 7 ; 
1— {0 


27 (t1— to) 1 arcSin Yo — to ArCSin y: 
Resa I 

Y1 — ArCSIn Yyp ta —to 
149. z — R (1 — cos @) + a — Ve2—R?sinq, où q = 2nnt. 
151.1)z;, = 0,223 = +1,9; 2) z = 0; +4,5; +7,72; puis avec une grande 


précision on peut supposer que zx = + ErDz (n > 3); 3) z = 0,74; 
4) 2, = 0,9, z, = 2,85, z3 = 5.8; 5) on a une infinité de racines; r, = 0, 


le Li] e fe e 1 14 lé « Ld e. % 37% t 
zx. est legerement injerieur a TT egerement superieur à 9? etc. 


152. 4) 2x: 2) 2x: 3) 24: 4) 2 153.1) y—V2sin (242) 2) y= 

=V5+2V3sin (z+ po), Où Po = arcsin ——— . 
V5+2V3 

155*. 1) Période _e Sur l'intervalle (0, 2x] la fonction peut être repré- 


sentée comme suit : 


y =sin z+cos z sur l'intervalle Lo. 7 ’ 


e- r1 4 
y =SINn Z—COS ZT » » T° a |, 
: 37 
y = —SINnT—COSZ» » I, TT ‘ 


y= —sinz+cosz»s » +. 2n |. 


2) Période 21. Sur l'intervalle [0, 2x] la fonction peut ètre représentée 
comme suit: 


y=tgz sur l'intervalle Lo. 5) - 


(5, 
y—=—gz» » [r, +), 


156. 1) Le domaine de définition est constitué d’une infinité d'intervalles 
de la forme J2nx, (2r + 1) af, où n — 0, +1, +2, ...; ni paire ni impaire; 


périodique et de période 2x. Dans l'intervalle JO, ©] le sinus croît de 0 à 1, 
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donc Ig sin x croît jusqu'à 0. Dans l'intervalle 5 , il le sinus décroit de 1 à O, 


donc Ig sin x décroît lui aussi. Dans l'intervalle ]x, 2nl le sinus est négatif, 
donc la fonction Ig sin x n'est pas définie. 2) Le domaine de définition est cons- 


titué des points isolés de la forme z — . + 2nn, où n = 0, +1, +2, .... 


En ces points y — 0. Le graphe est constitué de points de l'axe des abscisses. 
3) La fonction est définie sur l'axe numérique tout entier à l'exception des 
points z— an, où n—0, +1, +2, .. 

2 .. € ä a (cos p—+ b sin y) 

— 9 ——— = EME à 
158. w— 2 arcsin 5x * 159. y—=arctg HET abcoq—1sn) 
: z(2a— x) 

160. &œ = arccos [: ZRa+R—2 |: 
5) 0OLzr< oo; 6) —o<r<0; 7) 0OLr<o; 8) —æo<zr<O0; 
9) —o0 << r < 1; 10) 1 < r < oo. de 

162. 1) —1<rz<1;, 2)0<z<1; 3) —oo < r < ©; 4) partout défi- 
nie sauf pour x = (0. 


Fig. 82 


163*. Période 2x. Voir graphe sur la fig. 82. Jndication. Par définition 
de la fonction arcsin x on a y — arcsin (sin zx) = x sur l'intervalle ee 


2 D 
CE : us Pour représenter le graphe de la fonction sur l'intervalle < 
<r<37 on pose z2=z— 1x, d'où z=nr<+:, —+<:<7, 
y = arcsin (sin x) — arcsin sin (2 + x) = —arcsin (sin :) — —z2; 


y—= HI —7r, etc. 


167. Ymax © 19, Ymin Æ 5.9; la fonction commence à décroître pour 
z= —2. x = —3,6 est un zéro de la fonction. 


169. y — _. (267 — 10x — r°) ou y — —0,0312r° — 0,3125xz + 8,344; les 
zéros de la fonction sont r; = —22,09, r, = 12,09. Pour calculer les racines 


172 *. & doit être choisi de façon à annuler le coefficient de x’; x, = 
= —3,6, r, = —2,9, r3 = 0,6, r, = 4,8. 
173. 2, = 0.59, x, = 3,10, 13 = 6,29, rx, = 9,43; en général x = nn 


174. 2 &—0.57, ne 1,26: 2 —0,42, y æ 119: x, & 0,46, 
Ua Æ 0,74, Ta = 0,54, UP ra —(0,68. 
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Chapitre II 


176. cn Un = 1,nr >4.177. limu, = 0;n > 
T— 0 
178. n — 19 999. 179. lim v, —= 0; n > 1000. La DHANUQUE Un Cst soit 
AN 00 
plus grande, soit plus petite, soit égale à sa limite. (Elle est égale à sa limite 
pour n = 2k + 1, où À = ) 


? |] 9 e e L 2 


180. limu,=1; nr > 14; n> logs +. 


n— 00 
181. n >+ Ve LR Le nes 2. 
6 6 
182. n>——— ; la suite u, est décroissante. 
VER+e = 
183. lim v, —0; v» atteint sa limite pour n = m<+ 1 car à partir 
ñn—00 


de cette valeur de r on a v, — 0. 185. 0. 186. 1) N'’existe pas. 2) Existe. 
189. Si a — 0 cette limite peut égaler tout nombre ou ne pas exister. 


190. Ô< Va+te—2; 6< 0,00025. 191. 6 < 2 —V/3. 


2 
192. <<. 193. 


-— | <T _ arcsin 0,99 = 0,136. 
2 2 
194. N>V 141 sie<1; N=0,sie> 1. 


195. N > AE si e<+; N =0, si ><. 196. n > =. 


197. u, est un infiniment grand de même signe que la différence de deux 
termes consécutifs de la progression. Cette assertion est valable pour une pro- 
gression géométrique si et seulement si la raison de la progression est supé- 


L.] 


rieure à 1 en valeur absolue. 


| | 3000 3000 
198. — TT EE <LI< 5 : 199. — 001 LIL 099 
200. à < = — 0,01. 201. log, 0,99 < x < log, 1,01. 


202. M > 10 — 10190, 203. sin r, cos z et toutes les fonctions trigo- 
nométriques inverses. 205. Non. Oui. 206. Non. 


207. 1) Par exemple, r, — = + 2nx et z, = 2nn; 2) Non. 


209. Pour a > 1 et r —+ +, la fonction n'est pas bornée (mais n'est 
pas un infiniment grand) ; pour z— —c elle tend vers Zér0. Si0<a<1 
et z—+ —co la fonction n'est pas bornée (mais n’est pas un infiniment grand); 
pour z + oo elle tend vers zéro. Pour a = 1 la fonction est bornée sur l’axe 
numérique tout entier. 


—1 1 
. 9Y i 
210. 1), 3) et 5) non; 2)'et 4) oui. 23. ET <T< 500 - 


1—e° \2 
> | 2e ) | 
— À 


e Lu _4 | : 2 
215. 1) y=1+= 5; 2) V=2T2ueEn 3) y=—1+ Te: 


 ALN > 


20° 307 


216*. Comparer u, à la somme de la progression géométrique +, - ere 
2 _— 220. 3. 221. Continue. 


222. f(x) = 9n pour 0<Lz<5; f(x) = 4n pou 5<rL10;: f(x) = 7x 
pour 10 r << 15. La fonction est ‘discontinue pour r=5 ‘et z = 10. 
223. a — 1. 224. À — —1, B—1. 225 r—2; x— —2. 226. 2/3. 
Sin z 
E 4 


227. La fonction y = présente au point z = 0 une discontinuité 


sr 
non essentielle, la fonction y = = 


une discontinuité de seconde espèce. 


228. La fonction est discontinue pour x = 0. 

229. La fonction présente deux discontinuités: une non essentielle pour 
z = 0 et une de seconde espèce pour z = +1. 

230. Non. Si r — 0 à droite, alors f (x) — 11/2, si z —+ 0 à gauche, alors 
f(x) — —1/2. 

231. La fonction est discontinue pour z = 0. 232. ©. 

234. Non. Si z —+ 1 à droite, alors y — 1, si x — 1 à gauche, alors y —+ 0. 

235. Si zx —+ 0 à droite, y — 1, si z—+0 à gauche, y — —1. 

236. La fonction est discontinue pour z = 0 (d scontinuité de première 
espèce). 

237. La fonction présente une discontinuité de première espèce aux points 


2 = + Ck+ 1). 


238. La fonction est déconne pour z #0 et continue pour z = 0. 
239. Les trois fonctions sont discontinues lorsque x est égal à un entier 
(positif ou négatif) ou à -zéro. 


241*. Mettre le polynôme sous la forme x" C = +... + æ) 
et l’étudier pour rx + +. 
244%. Construire schématiquement le graphe de la fonction y = + 
1 
++ = et étudier son comportement au voisinage des points 
Mr À2 


245. î. 246. 1/2. 247. 3. 248. co. 249. 0. 250. 0. 251. 15/17. 252. 1. 253. 0. 
254. 4. 255. 1. 256. 0. 257. 0. 258. 0. 259. 1. 260. 4/3. 261. 1/2. 262. —1/2. 
1 1 


1 1 
Le _—) - ne Ce CMNEEEEERR) me ue ns ———:. 
263. —1. 264°. 1. On ERRARQUERS que Pi nt à 265 5 


266. 1. 267. 0. 268. 9. 269. . 270. co. 271. 0. 272. 0. 273. —2/5. 274. 1/2. 


275. 6. 276. oo. 277. —1. 278. co. 279. 0. 280. m/n. 281. 0. 282. co. 283. 1/2. 
284. —1. 285. 0. 286. 1/4. 287. —1/2. 288. 100. 289. —1. 290. 1. 291. oo. 


292. 0. 293. 0. 294. co. 295. 4. 296. 1/4. 297. 3. 298. L = 
2Vz 


z = 0. 299. L. 300. 2. 301. ——1, 302. =. 303%. L. Ajouter puis 
3 3 4&aVa—b n 2 

retrancher 14 au numérateur. 304. —1/4. 305. Une racine tend vers —c/b, l'autre 

vers oo. 306. 0. 307. 0. 308. 0, si z > oo; oo, si z— —0c. 


309. 1/2, si z —> +oo ;: —00, Si Tr —> —0. 
a<+b 


, Siz >0; , si 


y Si T— Ho; 00, Si Z—> —00. 


311. —+5/2. 312. O. de 1: ds 3. k. 316. a/f. 317. 2/5. 
318. 0, sin >m: si ñn = œ, n 


< m 
319. 2/3. 320. 1/3. gai. 1/2. 322. 34 523. co 324. —1. 325. 1/2. 326. co. 


327. 0. 328. 4/2. 329. oo. 330. —3/2. 331. 1. 332. a/2. 333. 2/n. 334. —+. 


B2 — a? 


335. 2 … 336. 2. 337. V2 338. —2, 339.—2 sin a. 340. . 34. cost a. 


9 9 qi 9 
Sin 2B 343. —sina. 344. 200 345. V2. 346. 1.347. 6. 348. 2. 
2B cos$ a 2 


349. —1. 350*. — . 352. =. 353.1. 354. em. 


V 2x 


355. «5. 356. e ©. 357. «2. 358. 0, si z + oo; oo, Si Z—» —00. 359. oo, 
Si z— oo; 0, si TZ —00 360. 1. 361. co, si z —> oo ; 0, si x —> —0o. 
362. «2. 363. e. 364. V/e. 365. k. 366. 1/a. 367. a. 368. 1/e. 369. 1n a. 370. 2/3. 
371. e. 372%. 3/2; ajouter puis retrancher 1 au numérateur. 373. 2.. 374. 1. 
375. a — b. 376. 1. 377. O0, si x —+ oo; oo, Si z—> —c. 

378. Â1, Si z—+ Loo; —1, si z—> —0c. 

379. 1) an; 2) 0, si À Æ 0, an, si A—0 et a 0; ©, si A=a—=0; 


342. 


a | 00 


. Poser arccos z2=y. 351. 


3) 154 

380. 0, si z —> oo ; —co, Si z —> —0c. 

381. Si a > 1 la limite est égale à 1 pour x —+ +, et à O0 pour z —> —o. 
Si a < 1 c'est l'inverse. Si a = 1 la limite est égale à 1/2. 382. Si a > 1, la 
limite est égale à 1, pour zx —+ +o et a — 1 pour r—> —oco. Si a << 1 c'est 
l'inverse. Si a = 1 la limite est égale à O0. 

383. 0. 384. 0. 385. 1. 386. 0. 387. —cos a. 388. 1/12. 389. 1/5. 


390*. —— . Multiplier puis diviser par sin - 391. 1/2. 392. O. 

393*. —1/2. Se servir de la formule arctg b — arctg a—arctg ++ 
1 

394. —. 


395*. _ . Remplacer arcsin z par arctg et se servir de l'indica- 


— 7° 
tion de l'exercice 393. 396. o, sin <1:e,sin—=1;1.sin > 1. 
397*. 1. Remplacer cos x par 1 — (1 — cos x). 398. —1/2. 399. 1/e. 
400. e. 401. eab. | 
402. v, est d'un plus grand ordre de petitesse. 
403. u, et v, sont équivalents. 405. Du même ordre. 
406. Pour z = 0 les grandeurs Ay et Az ne sont pas du même ordre. Pour 


z= + V5 elles sont équivalentes. 407. Non. 408. Du troisième ordre. 


3 2 
409. 1) 2: 2) 1/2; 3) 1; 4) 10. 410. x — 5 V JE 411. a=k. 412. Non 


414. 1) +: 2) à: 3) + 4) infiniment petit équivalent; 5) infiniment 
peus équivalent; 6) 1; 7) infiniment petit équivalent; 8) 2; 9) 2; 10) 1; 
‘14) 2/3; 12) 2. 

415. 41/3. 416. 2nR?; 4R1. 


418. Le fait ju la ligne polygonale tend vers la droite (i.e. ses points 
se rapprochent de la droite) n'entraine pas que la longueur de cette ligne tend 
vers la longueur du segment. 


419. a. 420. a, T . 421. 2x (R + r). 
422. Le segment et l'angle sont du même ordre 1/2. 


309 


425. 1) 10,25; 2) 30,2; 3) 16,125; 4) 40,4; 5) 0,558; 6) 0,145. 


426. 1) 10,16 : 2) 20,12 : ‘3) 1,02 : 4) 4,04. 427. in 1,01 = 0,01: 
In 1,02 = 0,02; In14,4 0,1; In4,2 = 0,2. 


Chapitre III 


: _nx mm, 2: m, UE Ver. 
428. a) 5; b) 5. 429. a) v—0,25— ; b) v=—0,55 —; €) 
430. 75,88 : 60,85: 49,03 : 48,05. 

434. 53,9 2; 49,49 ; 49,25 =; 49,005 ; vs = 49,0 = ; vip= 


QI E 


— 98,0 : »—9,8 1, 
8 S 


8. B . (4 S 
432. a) 4 En b) 40 eo. c) 41 en» UU l'est la longueur du segment AM. 
433. 1) 95 —Ë : 2) a) 35 = ; b) 5—È : c) 185 E_ 

cm cm cm 


434. 1) 1,002 — 1198 ne : 2) 4,013 ee 
435*. Introduire la vitesse nulaise moyenne, puis par passage à la limite 
déduire la grandeur cherchée. 


438. k — [ a : “où & est le coëfticient de: dilatation: linéaire: 


439. & = 5 Ÿ ce . 440. 1) 56: 2) 49: 3) 7,625: 4) 4,261. 

441. 1)04,52: 2) — 0,249: 3) 0,245. 442. a) 6,5: b) 6,1: c) 6,01 : d) 6,001. 
443. f' (5) = 10; f” (—2) = —4; j' (—5)=-3. 4%. 3: 0: 6; + 
445. x, = 0, ze = 2. 446. Non 6 la fonction Lo x. 447. À. 
448. 014343. 44d. 2,303. 454. 1) : 3) —4: 4) k 


= 2, k, = 

455. (4, 1): (—1, —1). 456. 1) (0, 0 }) (4/2, 1/2). o 

458. a, = arctg TU arctg LH 459. œ1 = TL @: = arctg 2. 

460. arctg 3. 461. y = 12z — 16; x + 12y — 98 = 0; la sous-tangente 

est égale à EL la sous-normale à 96. 
462. z = O0 et zx = 2/3. 
463. 1) (2, 4); 2) (—3/2, 9/4): 3) (—1, 1) et (4/4, 1/16). 
_—5: 7? 03 : D NE hs 
466. 1) 67—5; 2) 473—224+5r— 0,3 ; 3) 2ar+b: 4) 579 + 
1 0,2 0,4 … 1 n 2z 2m°. 3 
x + 6) Ds Si DS “SA 8) 5m Vz+ 
0, 


retaper P+s : 40) — at a De 11) 


2z— 1; 12) 3,52 V3 —1+ s 43) 02H u— 1 ; 44) 6 (a—zx); 15) 2 Ne 
b c , gr” (mu ny? Nr. nn. . 
+355 Gros) 16) ne 467. f(1)=1; f'(1)=2; f(4)=8 


f (4)=2,9 ; me 2—2 [z | ; t’ (a°) =3- 468. f(—1)=—5; : (— 1)= 


=-8;fD=Tif (+ 2] =3at+ 100902. 469. 13. 474. 4) 429 — 302854 
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D 9: 2) 728—107t+ 8r3— 12124743: dx 7z (1++ ): + + (<= 


nn 3 NE 
_ | ue 48/77) .5 5) + 9Y "r24+M40r Yz+36r y 7° 
z y x CAE: 3 y 3ÿ x? 
6) 27 (3r4— 28724 40) : VEHVIHVE HV Etat VE, 
2V z 
2 1— 7° 342 — 6t — 1 
472. — (a—1ÿ%" 473. A+} ‘ 474. TESTS 
- wi +Liu—2 ad —bc =. 4x E 
475. —"; RE La > . 476. DE Ta 477. FE-0T EYE Lie 
n T° Te U — 
— 32. pi ne A — ge BR pas = : 
- rh. de — 4x (2b?— x°) 
482. 7: 488. pe 0e geo O0 Gsm 
1+L2r+3r—2r3— ri Gr (1+ 3r — 5r$) a+ 2br 
Re Ge CT O2 9 mn @ Fm 
a2b2c2 |(z—b) (z—c)+(x—c) (z—a)+(x—a) (z—b)] _—. 
eue 9e 
f (1)=6. 491. F° (0) = 11 ; F° (1)=2; F' (2) = —1. 492. F° O=—+ : F'(—1)= 
1 
= À; 493. » ei QE. 494. y (1916; y (e)=1502+ 5 —1. 


495. p’ D=<: p' (0) =1. 496. œ' (1) = — se . 497. z' (0) = 1. 498. 1) 473 — 


— 3x2 (a+b+c+d)+ 2x (ab+ac + ad+be + . - 
2) 8x (z2+-1)3 ; 3) — 20 (1—7x) 19 ; 4) 60 (1 + 2x)29 ; 5) — 207 ra N 6) en 


Or) (5r3+22— 4): 7) G(372—1) (28 —7)5; 8) 6(t4+ +) (72-246): 


.., 3 4 (z+1 5 (224 2r—1)(1+ 72) 
9) 4 (3e +)(s— 3) : 40) - 10) ER: 


(s +2) (s+ 4) | 


12) 24 (x2-+z+1) (2:34 3724 67+1)3. 499. 


(s+3)2 
500 (G—0 __1—V2 502 _ 
(1—1)S 2Vz(A+V 2) 3% /4r2(1+47 27) 
= 3 1 
508. ——"—, 504. —4U—2V EE) 5g5, me 
V'i-7? V'z (1—v)m+1 
&(2z—1) x 2r 
506. a © 507. © 508. — ———— © 
el 1) V'(a2— 72) 3 Ÿ A+ 
509. HE. 510. —ŸE—, 511. LES. 
— 7 — x8) 2V (—7x} V'(x2+a2)3 
512. ee. 513. EE 514. u’ (1)=9. 
a? V'a +2 3y (27—1)9 2y (r°+2)! 
515. y VS 516. 0. 517. cosr— sin. 518. CE she 
3 (1 — cos r)° 
519. DIET 529. pcosg. 521. (acosa—sina) 5): 
Te COS- x Œe Sin-@ 
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1 sinz+cosz+z(sinz—cosz) 


522. 523 


1—+cost ° : 1—<+ sin 2z 
(+ tg zx) (sin z+ zx cos z)— zx sin x sec° x us : 
524. TEE . 525. — sin 2r. 526. tg° zx sec? x. 
527. — sin x. 528. ®. sin 2r (2—sinzx). 529. tgt x. 530. 2r sue 
2 cos3 z ” 
£ 16 cos 2r a . ZI : 
531. TS CP 932. 3cos 3x. 533. —zsi +. 934. 9cos (3r +5). 
1 1 cos + 
539. —— , 536. ——— . 937. — . 538. cos (sin x) X 
ce VTT cos Se 
2 


X cos x. 539. — 12 cos 4x sin 4x. 540. 


zcos V 1+7r? 


541. 
V 1+7° 
2r 
942. —— 5 © 0 243 4 (1+sin?r)s sin 2z. 
3sin2y 1+z22.}/(1+ 72) (1+sin?r}$ sin 2z 
Te , 
2r° c os? ( (+2) V' 1418 (241) (:+2) 
sin (21) 
545. Ve 


VzG+Vz). 


546. — 3 sin 3r sin (2 cos 3r). 548. arcsin r+ 


ie — 
V1" 


519 T 2 arcsin z 
* 2 (arccos z)2 V1—22 Vi 
551. arcsinz. 552. a . 
(arcsin x)? V/ 1—x2 
Le A sin L 


993. sin z-arctg z+ zx cos x- A LEE rer Hi 


… z—+arccos x |/ 1—z?2 
2 1—72 | 

— _arctgz V'z 

5552. V= oV= VdEn 996. 0. 
2x? 

557.  — — 5. ——————. 

zV r2—1 (1+ 22)? 
539 V'1—zx2+zarcsin z 
‘ V (A—22} ° 


2z r° 
* arctgz (1<+72) (arctg x)?" 
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1 V2 


O1. —— , 560. — |, 
V'2r—72 V'1+2r— 272 
563. — =, 564 : 
" 1+4° 7 z|Vr—4 
nn 2arctg + 
565. Too er à 
arccos z 1 
567. nm + ee © 568. © 
V'1—zx2. V 1—(arccos r)° ({+z)V2:({—7) 
569. — e 
8) (arcsin V 22427) V(—27—%°) (7° + 27) 
L sin & Va —b! 
An {— cos à cos x or a+bcosz 
1 z 
re 9 ne 
972. TES 573. 2r logs r + H3° 
9 
A ME, su Meet à. 
z In 10 2: VInz 
zinr—r+1 : - 
577. ——— ]1n2. 578. sinrinrz+zrcosrinz+sinz. 
zin° zx 
1 41—ninz 2 
579. 2Inz° 580. Tnt 581. —z(+lhz) 
2— 972 ]n: 
582. rene . 583. z-1(ninz+1). 


597. 


601. 


. n({+insinz)n-ictgz. 594. 


z (1+z7°)° 

In z 2 
Cp =——————— * 585. — e 
zV1+intz 1— 2 


27 —4 2x 
er 587. ctg x. 588. TÆ=1 h3 


2 2 
Pro it M$ 590. an Se © 
sin 2x arccos 2x V/ 1—47? 
a 
(az+b){1+ In (az+b)]" 
1 
z logs x logs (logs x) In 21n 31n 5° 


x 6zx° arcsin [ln (a$ + x°)] 


41n$ sin x-ctgz. 592. 


SE P——e - VP-—-%. 596. a 
arctg V'i+z: (2+ r°) ’Æ + z° (a$ + x3) V 1—In° (as + xs) 


z+3 
RE 598. 2% 1n 2. 599. 10% In 10. 600. — 
,. I+3 
142 V/ nt sin 
4 
4—7x 


&-x(1—zxln4). 602 107(1-zln10). 603. ex(1+z). 604. : 


ex 
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ctg In 3 


3x 


612. 


‘615. 


618. 


621. 


‘623. 


626. 
627. 


628. 


629. 


652. 


314 


(Inr—1)Iin2 Pres 


. eCh°x sh 27. 642. = t — 643. rchz. 644. 


" sh°z 
x2+1 4 2 1 
A: (21nz+1). 651. zx 2x (int z+in z+—) ; 


9: 2 — En 

nt nn ms « 606. ex (cos x —sin rx). 
e 

nr 


(sin r— cos z). 608. 
ex 


sin z 


n 4 
= . 610. 3r2— 3x In 3. 611. —Ÿ{— , 
In° z 2V1+ex 
L 2ex 2-10* 1n 10 
= 4 A ORNE —— mms 
ee (24) 618 re 4 nr 
eX(z—1)° 


RENTE 616. ex (cos z+sin z+2r cos x). 617. —e-x, 
e Vx+1 

2-10°x*-5 ]n 10. 619. ——, 620. 2x In 2-cos (2*). 
2V z+1 


351 X cos r.ln 3. 622. 3 sin? rcosz-aS MX Ina. 


2earcsin 2x eVnx 
=. 624. 23*.3x]n 2.1n 3. 625. ————. 
V'1—4r° 2:VInz 
cos çe*°+3x-2) et +3x-2 (2x + 3). 
—12.40!-SIMÈ SX ]n 40.sin3 3r cos 3r. 
(az + b) Vin x Fbx F0) 

2 (a +br+e) Win(ar porte) 

ctg y arctg (et) -e9* 
(4+e8x) ÿ Tarctg (%)E 

+? 


+ ze GE (a2—z?). 632. 4e *°% [w cos (wr—+ &)— k2 sin (wr + @)]. 


630. — 2ab?re ?*?©, 


exze (£+inc). 634. 3sh°zchr. 635. thr. 636. - 
ès RE  - 
ch (7) * . 253 .  S (s r)chz. . 2Vchz 
3thr 


zch° (m2) 2h 1Tihe 


1 1 1 
= =. 4 646. Es © 643. Tr 5 St … 
4cht * 2V/chr—shz 1—sh°z 

2 


z(4+V z)sh2r+2(2r2 Vr—1) ch 2r 


— [(8r+2) sh z—7zrch zx]. 


(sin x)C0S x (sin z In sin :) . 653. (In r)* ( +. In ]n :) : 


: x 1 
654. 2V(z+1) ——— NES T _be+1 1 


z° 


SR 2 = 2(r—2) (rx +iir +1) 
655. r°e* Dr (3L 97° + Ir cte 2x). GG. — ——_————— 
z°e” sin 2r (3+ + 2x ctg 2x) 3(—5N} (r +1) 


657. 2r10*-1]nr. 658. _57a%— 80274361 (rHAP Va 


20 (z— 2) (x —3) y (zx —3)° 
659. + VrsnrVT—e (L+cts 2 —) - 
1 ] /1 | +2 
660. ——— LU 661. ”. A . 
V'1— 2" [(arcsin z)°—1] 1+arcsin x d ou 
sin z x 1 x 
662. sin # {cos z In 2+ )- 663. (=) (+ =) : 
vai 
664. x d 2(24+Inx). 665. (z2+1)*% TE + cos r in +1 |. 
ztL6r2+1 ÿ/r(r +1) (1+7 7) 
6 Rarg V em pa 
668. ——— 669. a — 
kcos? [F+v) 2V1+V 2p: V 27 
27—3 1—Lsinz 
LL 1+(z2—3rz+2) vie (z —cos x) In 10 ‘ 
672. À sin 2z (cos z— 2). 673. sec? 2. 674 1+2Vz 


675. 2sin _ cos 24 + cos _ sin 2r. 676. eC08 X (cos r —sin? x). 


6 — 
677. LUE, 678. e-* (£-2%1n:) 
(x8 —8)° z 

5 (zx—1) 1 )? 1 Te 
679. | y —— |) . 680. —————. 681. 2r°e2x+5, 

zVz ( si Vz 1+2° 

2 sin 2r 1+ 7° 2 (xrcos x +sin zx) 
Do past De Ce amie 

1 D: a T 
685. 38 sin 3% sin NT 3 ° 

6 

686. 4 (31x5+ 18) 


1 
2725%/(4z5 +28 Wa 
688. arctg Vr+——— V= gg, — tezAF2u x) 


2(1+72) | cos? z Vi+tgrEtgir 

690. 522 _cin 2:in. 69. TE, 692, —_" SE 
z 1+z V1—n?sin?z 
COS z zx arcsin z 


693. 694. sin5 3r cos 3x. 695. 


2V/sinz—sin° Z VA: ° 


316 


696. 


698. 


700. 


702. — 


704. 


706. 


207. 


709. 


711. 


713 


715. 


717 


720. 


722. 


725. 


728. 


731. 


731. 


237. 


4 .  arcsin x 


——S 


1 nn 12 Vita Vr Vi Vz 


VAR sV2VztVrVrtVriye 


= _— 699. MEET sinf 2 (IE) |. 
2V 3z—97° +” z 
2r— cos z Â 
(z°— sin x) 1n 3 ” Lu 2V 1-2 
{ 


2e* a 
— Tax ( 


—0,8 ( cos 2 — sin 0,8z ) (sin 


p 
107 (14 LE In 
1 


(z° + 2r 2) arctg 


zV1—7° (24/12) 


1Lz 


703. arcsin (In r)+ 


Æ —Intz 


+0,8 cos 0 8). 


+) 705. — 2sin r 
1+6% 7 V{+sintz 
2+1 
10). 708. a 
tg 2 sin? 2r 
. A0. 


L 1 
V'z—1 É 


2 712. 2(GB+9V 2) 
2V7+3ÿ (Ut: 223) aVi+Vz 
sin 2z 


| 2V {+sin 2} 
ctgzincosr+tgzxrlnsinz 


In? cos z 


1— 47 : e 
= (VIE —Larcsin &) . 718. — = 


10x18 x ]n 10 (te + —— 


2 sin x 
cos 2r V/ cos 2r 


CE 
UE Rat In 2. 726. =. 127 


1-x CEE To 4 À 
VE 729. = 730. VE 
a+z 


AVE 


1 


— COS 2r. 732. ——— 


Ver 


eli-Ccosx ({+ x sin x). 735. 


9r° arcsin r. 738. 


375 
714. 3r° arctg r°+ TE . 


—? 


1 
716. V er 


4 


2—3r— 73 Er 
2(1—727)(1+72) 14 


Der?x 


VE 
4 VzVure- Vas 


(1+e-4x) (arctg ex): 


re 
1n x 


1 
In? z " eX—1° 


| . 721. 2 sin zx (z sin x cos z° cos x sin r°). 


1—z 
1x 724. er 


2(2cos° r-— 1) 


sin? 2r 


LT 


. 733. (a®+ 1) sin rec. 


TE 736. 10ex sin 3x. 


L 


739. ———————— . 
V 2+4:—7 


(cos x—sin x) (e* + ex) 744 arctg x 
ex coszte-*sinz | DATES 
742. sin (x —_— x) ({+sin x) 
COS (r — cos x) 


744. AVR 745. — 
55ÿ/ (9+6%/z5)!0 Ve +4 +1 
earctr Y1+in (2x+3) 


740. 


. 743. eXsinxcosr (1+ctgr—3tgrzr). 


DO 
(2r+ 3) [2+ In (2r+ 3) 1 + In (27 +3) 
°° = = 
747. Ter — ex) [2x (et Le X)— (ex —e X)]. 
: 5 
GR CE D = —. 
sin* z 2r—3V 1—47° 14 (z° +1) 
z° 1 x 
7 —_—_—_—_—_—_— 0 752 ————Loctgz. 
V'i—2:—7r° z EP LE 8 
2\ a! 2 D 7 — 7)3 
753. U+2r)sinzt+z({hz)cosz …, (x — 327 — 73) (3— 7x) | 
V 1+7° 2(z2+1Y V z+2 
1 
_ 2-arctg x+— In x+1 
» 3e Vr(2+ V2) 1 FE " 
755. of —. 756. (2-5) OV 
10Ÿ (re Va): 
1 > ex arctg x} [ z _ 9 
LTÉE cos5 x 1 In5 x ARTE arctg z = |: 
(4A— 2?) exil cos x = 3 
ds (arccos x)° 1— 22 EE V1— 72 arccos " ; 
ex —e 
760. AV (+02. 761. (arcsin z)°. 762. — 
| — 5 1 1—z 
4 ctg = 
ct — (4 
766. q@g2r) © 2 [2 Inter 
sin 4x er: 
2 8in* = 
2 
TOT. — EE 768. 
15 (z244) 9 (z—5)2y r2+4 dE 
2nrn-i . | 2nr" : : . 
769 PTE Si n est pair, ETAT) si n est impair. 
2473 A—(n+t)zttnantt 
770. GB 774. a) TMD ; 
= 1 TRES = see, 1 
b) — Indication : se servir 
de la valeur de la somme r+z2+ ... +. 
716. V1—y2e" "sin v et Es A — 


780. a (x)= L 


z{1+ina(x)]" 
1 1 1 
781. (Arsh x) = ; (Arch) =; (Arth x) = ——. 
) Vi+r V'r2—1 ) 1 
! Le 2 
782. — sr: 783. nn | 
rs ëz 2 (1—y) (1 + y) 
1 - 1 1 
784. E PER 785. ——— V/1—22:, ma cut. 789. — V2. 
790. — 1. 791. —1, 792. _ DT 393. y e 1 
a FA a} zx y2— ax 
Jos Re CNE 7 
2y cos z 3 (1 — y?) y—Zz 


2, fx __ 709. —. 32" + 2ary +by° 
y 2y?—7r? az? + 2bry +3y? 

__ y cos? (x + y) (cos (zy)—sin (zy)) — 1 got. 2x-v 71 

z COS? (x + y) (cos (zy)—Sin (zy)) — 1° LE 1— 2% © 


802. 1 gps. VI UV) gg, sum 

2(1+1In y) V' 1-72 (1—V 12) z2—zylnz 
3 sin (z+ y) 1+ y sin (zy) _ 
805. 7 {+sin (z2+y) ‘ 806. 7 zsin(zy) ‘ 807. z 

Vi 

os 2—y ” De: 2 sin 2y—sin y—zx cosy oED 1+kcosz ‘ 
y COS x + Sin (z—y) 
sin (r—y)—sin z 
816. y+4r+4—= 0; 8y — 2r Fa 15 = 0; la sous-tangente est égale 

à 1/2; la RE ra à —8. 


19. a) t, = 0, 1, = 8; b) t, = 0, t, — = 8. 
820. 181,5 - 103 Hs 821. © = 13 ra ds a. w = 2x rad/s. 823. w = 


— (2at — b) rad/s; la vitesse s’annulle pour t — _ s. 824. 23 A. 825. (0, O); 


(1, 1): (2, 0). 827. (1, 0); (—1, —4). 828. y = 2r — 2; y = 2x + 2. 
829. 3x + y + 6 — 0. 830. La tangente y — y, = (r — xo) cos ro; la nor- 


el Sin y 


811. . 812. + . 814. (2, 4). 


male y — yo = —(x — x,) sec ro. 831. La tangente zx, (y — yo) = zx — x; 
la normale (y — yo) + xzo (x — ro) = 0. 832. La 2y = 4a; la 
To — T0) 


normale y — 2r — 3a. 833. La tangente 


yo (2a — ro) 
_zô (3a — xo) 
sont respectivement égales à x/3; 2r/3 et —2zr; les nor respective- 


ment égales à —3r°; —3z?/2 et 1/2:*. 836. y= (:—<+) : y —Yo—= 


— = —————— << (TT  — Lo); 
y Vo Yo (2a — ro)? ( 0) 


la normale y — y, = — (x — rp). 835. Les sous-tangentes 


837. 2 — y + 1 = 0. 838. 27r — 3y — 19 = 0. 

839. 2r — y — 1 — 0. 840. 4r — 4y — 21 = 0. 842. 3,75. 
844. r + 25y = 0; r + y = 0. 845. (0, 1). 846. y = 7. 
848. x — y — 3e-© — 0. 849. 2/5. 850. (1 + V/3/2; 1). 
857. 2x7 — y +1 = 0. 
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858. Si y — f (x) est l'équation de la courbe donnée, celle du lieu géomé- 
trique cherché sera y — rf' (x). a) La’parabole y? —1/2 pr; b) la droite parallèle 


à l’axe Or; y — _ * c\ la courbe de Kapp y Va zx? + z° = 0: d) la cir- 
conférence zx? + y° — 

859. 1) œ, = 0, q, = arctg LE 2) arctg = 

860. 1) arctg 3. 2) 45°. 861. 90°. 862. 45° et 90°. 

863. arctg 3. 864. arctg (2 V2). 865. Pour n impair la tangente est 


++ — 2, la normale ax — by — a° — b?. Pour n pair les tangentes sont 
+ y 


| 
L 
a 
_ D 2, les normales ax + by = a? — b*. 

879. Ay= 1,461 ; dy — 1,4. 880. Ay —0,1012; dy =0,1; A y ET =; 9880. 
88I.YA. 882. —2. 883. Ay=1,91; dy=1,9; Ay—dy=0,01 ; AU — 


Ay 
—0,0052. 884. Ay=0,1:; dy=0,1025 : Ay— dy = —0,0025 ; HA = — 0,025. 
885. Ax= 1, 0,1, 0,01, 
Ay=18, |1,161, |0,110601, 
dy—11, |1,1, |0,11, 
Ay—dy=7, |0,061,|0,000601, 
5% _0,39, |0,0526, | 0,0055. 
886. Ay = 1,3; dy= 1,1; Ay—dy = 0,2; S= A = 0,15. 
887. a) dy—16, 0 04 — 5,880, : 
Ay 
D) dy=8, “EL 9 = 308% ; 
1,6, AY 0, — 
c) dy 1,6, 0,629 
888. a) dy = 4,8 cm°; b) — 6,0 cm?; c) dy = 9,6 cm:. 
n 0125 TR _d. 
889. 1) V= dr; 2) = :) 4) 75? 
dx dr dx 
D ———, 6 —————— ; 1) ————————/;, 
BYE  impe Zta+o Ve 
8) _Plng dr; 9) _0wè(m—n) 10) _{(mæ+n) dx. 
g zi,2 2Vz | 
11) [2:44 (22 V3) +(2+4rt1) (2-7) des 
6r° dx 2t dt 
; te _722(1—9 . 
12) — = 1; TEE 13) T2; 14) 3(1+z— 7)" (1— 2x) dx; 
_2tgz | Intgx 21n5 ; 
15) rs 075 16) 5 sde; 
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uit 
17, —2 3%]n2 SE de ; = 


(z22—1)sinz+2rcosz , 
19) NE dz , 


2arctg EE) de ; 


0 (A V arcsin 7 + 1+ 7° 


0 (re) 7: 


1 
_—— 2 2 
x 2 © SRE 
22) (3 -<In3+0s = ) dx. 
890. 1) —0,0059; 2) —0,0075; 3) 0,0086; 4) 0; 5) 0,00287. 891. Ay 
000025; sin 30°1' "+ 0,50025. 892. 0,00582. 893. —0,0693. 894. dp — 


Le — dg. 895. 0,3466. 896. sin 60°03° — 0,8665: sin 60°18 — 


V cos 2p 
= 0,8686. 899. 0,995. 900. arctg 1,02 = 0,795 ; arctg 0,97 = 0,770. 901. 0,355. 
902. 0,52164. 


903. a) Variation de la longueur du fil: 2ds=—— 


8f 
3l 
flèche : di = ds. 904. Erreur commise en évaluant l'angle d'après son sinus: 
Az, = tg r-Ay; erreur commise en l'évaluant d après sa tangente: Ar, — 
= 1/2 sin 2r-Az (où Ayet Azsont les erreurs qui affectent y et z); = erreur : 
da précision des calculs est donc meilleure lorsqu'on évalue l'angle avec le 
logarithme de sa tangente. 


df, b) variation de la 


13 7) (312 
905. 0,3%. 906. 1) dy (#"#+4r# 1) (2) dt, 
3Ÿ [(3+2+1) (8+2+6)/2 
> HT... … | _ 21n3 ds . 
2) ds = —-; sin 5 dt; 3) d——ds; 4) D 
3MUKS ]n2tgs 


2V 2u2— 3u+1 

908. Continue et différentiable. 

309. f (x) est partout continue à l'exception des points z = 0 et x = 2, 
f' (x) existe et est partout continue à l'exception des points z = 0, 1, 2, où 
ælle n'existe pas. 

910. Pour z = kx, où k est un entier arbitraire. 

941. Continue mais non dérivable. 912. f’ (0) = O. 

913. Continue, mais non dérivable. 

914. Ay et Az n'ont pas le même ordre de grandeur. 


945. Continue, mais non dérivable. 916. Oui; non. 917. a. 918. awe°Ÿ. 

919. La vitesse de variation de l’abscisse est v, — —2rw sin 2; celle de 
l'ordonnée v, = —2rw cos 2. 

920. Vitesse de variation de l’abscisse: v, — v (1 + cos ); vitesse de 
variation de l'ordonnée &, = vsinq (q étant l'angle de l'axe des ordonnées 
æt du rayon polaire du point). 


921. — Te —_0,000125 p. 
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922. 2 un./s au point (3, 6) et —2 un./s au point (3, —6). 
923. 2 cm/s au point (3, 4) et —2 cm/s au point (—3, 4). 
924. Aux points (3, 16/3) et (—3, —16/3). 

925. 4v et 2av. 926. 2nv et 2rrv. 


927. Anr°v et 8xrr. 928. z—2xk ++ et x = 2xk + ER 929. r=2xk: 


3 
930. 1/n° fois. 932. a) Oui; b) Non. 
934. 1) x° — 18zx + 9y = 0; 2) y? = de (1 — a) 3) y = (zx — 1)°; 
à) z = Arccos (1 — y) F Vay—v 5) y = EE) 


935. 1)1—= (2+1)n; 2)t=1;, 3t= vi+ak; 4)4 = 1, tt: = —1. 
936. — 2 ctg p. 937. + tg q. 


938. ete. 939. 1, 940. —41. 941. Jr. 942, RE 
2 2t 1 — sin p— cos y 
1422 1—tgt - en 

a t(24 313) " * 1Etgt de er ET, 

946. + . 947. O0 et F- 948. N'existe pas. 


949. V/3/6. 950. 1) 1= x2+a; 2)t—n— a; 3) t = n/6+a/3, où 
a est _ pente de la tangente. 
1) Les courhes se coupent en deux points sous les angles &, = & = 


— Rev = 87°12’ ; 2) les courbes se coupent en trois points sous les angles 
Œ = Ge = 30° et as — 0°. 
958. T — ! A 


sin — t 
2 


Sr=|uete + e|: Sn=|vte el. 


y 
3 ? 
cos - t 


959. |: |. Ly tgtl et Iyctgt|. 
y 
961. EE | lyctgtlet |utgtl. 


963. zt+2y—4—=0; 2r — y —3— OC. 
> 964. &z + Qy — 3 = 0: 27 — ay +1=0. 965. y — 2, z = 1. 


966. 1) 4x + 3y — 12a = 0; 3x — 4y + 6a = 0; 2) z+y=- wv?, 


16 
9 
y—z= 7 —+ 3) y=1<+zina. 
969. p = 2a cost. 970. 0 — p, a — 2p. 974. 3; —3. 
= : . 3/53. T fa (€) fa (6) 

975. 1) 0: 2) 0; V3; —V 3. 977. Fu “#0. 
1 

978. arctg be —arctg + q. 

979. p=V a2cos?t + b2sin2t; —arctg (+ ge) la tangente de l’angle 
2ab 


de la tangente et du rayon polaire est . 980. La sous-tangente 


dp 
“dy * 
21—01227 321 


polaire est Sr— : la sous-normale polaire: Sy — 


Len 
dp 


983. —. 984. plna. 985. VT Fa. 


Ina 
HET 
986. 7", ggg, VAE Ha 
V'rè—r y b2r 


2 4 
988. J/ 1+- dr ou VER à. 989. 1/ 1+ — : 


a —*< 
990. VT+coszar. 991. TE 


— 


992. r. 993. 2asin. 994. 3a cos { sin { dé. 


995. a Vi+Ædt. 996. 4a sin dt. 
997. a ctg t dt. 998. at. 999. a V/ ch 2t dt. 
1000. 3/2 m/mn; le vecteur vitesse est dirigé verticalement vers le bas. 


1001. 10 Y 26 = 51 km/h, le vecteur vitesse est parallèle à l'hypoténuse 
du triangle rectangle dont un côte de l'angle droit est horizontal et égal à 50 km 


et l’autre vertical et égal à 10 km. 
1002. 14,63 km/h. 1003. 40 km/h. 


1004. R,, (sin a+ — ) - 1005. 9,43 m/s. 1006. 2. 
2V E—R'sina 
1007. —24z. 1008. 207 360. 1009. 360. 1010. 6 (5z4+ 67° + 1). 


1011. 4 sin 2r. 1012. À . 1013. +. 


5! 6, 4016. +), 


2) . 1015. pr ° zn+2 


. 2(—1}nn! 
1017. 16a sin 2. 1018. Hart 


x2 Gr (273 — 1) 


1021. — 7 +2arctgz. 1022. — "© 


Te Ve 
z a+3Vz 
1023. ———— 1024. es  — .@ 
VU+z2)3 4zVz(a+V x} 
eVz (V/z—1) 1026. — arcsinz+z V1—z2 
VE CU VER 


a(a?—1)sinz à 4: 
1027. A TTER 1028. | (in z+1)2+ | 


1029. añeax. 1030. (—1)7 ex. 
1031. a” sin (a+ne) + bn cos (o+ n+) | 


1014. 


D] 
Cd 


1025. 


1032. 2-1 sin [ 22+(n—1) + |. 1033. ex (z+n). 


— 2) | 
1034. (1 9 (n > 2). 
(— 1)" ann | (—1)7-tan(n—1)! 
1085. pere 106 ——— — — 
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1037. (—1)7-1 (@e—yt 


zn]na 
1038. + |. 
1039. Gr |. 
y. 
1040. 4n-1 cos (art +). 1054. Er 
(5) 
1056. 2 - 1057. <<. 1058. — LAVE 
1059. PR 1060. = a 
—412 —4\2 
RE QUE 1062. — HER 
1063. NET 1064. =. 
dz 
1065. TES 1069. — re 1070. — = 
1071. << 1072. - 
1073. 1) Re : 2) 0, car z+y—0. 
2 


1074. 4) 42: 2) ——— 


2+1° A 
1075. a(cost—1sint} . 1080. 16 m/s. 


1081. v— 21— 4, a— 2. 1082. —n2/18 cm/s°. 
1084. —0,0015 m/s2. 1085. — 1/8 m/s°. 1088. 1) (z2— 379) sin r — 40x cos z ; 


n 
2) ex à: ce sin (2445) ‘: 3) ax sin (az+n +) + 3nan-ixr2sin [as+ 
k=0 


+(n— 5+ | + 3n (n—1) an-2r sin [az +(n—2) +] +n(n—1)(n—2)ar-3 x 


x sin [az+(n—3) + | | 
1093. yt2n) (0) = 0 : yt2n#1 (0)=[1-3-5 .… (2r—1)J2. 
1095. y(2n-1 (0) =0; y(27) (0)—212-4.6 ... (2r—2)]2. 
1096. ——2%7" 1097. m (m— 1) (m— 2) zm-3 dr3, 


9x Ÿ z : 
1098. 4(z+-1)(572—2r—14)dz2. 1099. 47*°.2 ]1n 4.(272 1n 4— 41) dz2. 
ab (a2— b?) sin 2r dr? 
100." —— . 
(a2 cos? x + b? sin? x)? 


24* 923 


&inz—4—In$z _ 
2 V/ (In2r—4} | 


2 
1102. —4sin2rans, 1108. + CP (145 12 p) dq2. 


1101. 


AV ep 
2 
as de : 4z &(1+3zt) ,,. 
1104. — 5". 1105. 1) PU PE Ge dt 
3z*y° 


2) d'y = —4 sec° 21 dt?. 
1106. 1) d?y — cos = d°: — sin z dz°. 
2) d'y = a cos (a*) 1n a dr — ax 1n° a (ax sin a* — cos a*) dr°; 


3) dy = aŸ In a [cos a!° (64 + 943 In a) — at sin a!°914 1n a] d??. 


Chapitre IV 


1119. 1) Point de maximum; 2) décroît; 3) croît; 4) point de minimum); 
5) point de maximum; 6) point de minimum; 7) point de minimum; 8) point 
de maximum ; 9) point de minimum. 

1112. Croit au point x, = 0, décroît au point z, = 1, croit au point x; = 
= —7/2 et décroît au point x, = 2. 

1113. Décroit au point r, — 1/2, croît aux points r, = 2etrs—e; rs; = 
est un point de minimum. 


1114. Croît au point x, = 1, décroit au point z, = —1; x, — 0 est un 
point de minimum. 
1115. Décroît au point x, — 1/2, croît au point r3 — —1/2; x3 — 0 est 


un point de maximum. 

1125. Trois racines appartenant respectivement aux intervalles ]1, 2[, 
J2, 3[ et ]3, 4f. 

1127. sin 3x, — sin 32, — 3 (z2 — x,) cos 36, où x, < E < x 


1128. a —Ina)— b(1—Inb)—(b—a)ln£, où aZE< b. 


1129. arcsin [2 (x, + Ax)] —arcsin 2x, = FE UT <L<EÈ< Tr + 


Z. 
1135. Lorsque r —+ 0, E tend vers zéro sans prendre toutes les valeurs inter- 
médiaires mais seulement une suite de valeurs telle que cos — —+ 0. 


1136. 0,833. 1137. 0,57. 1138. 1,0414. 1139. 0,1990. 1140. 0,8449. 


1141. 1,7853. : 
1149*. L'inégalité cherchée découle de la croissance de la fonction y — 


OUR ii lintiervalle Jo. UE 
z 2 


1150. Croît dans ]—o, —1[, décroît dans ]—1, 3[, croît dans ]3, cf. 
1151. Décroît dans ]—oo, —1[, croît dans ]—1, O[, décroît dans ]0, 1[, 


croit dans ]1, col. 
1152. Croît dans ]—co, —1/2[, décroît dans ]—1/2, 11/18[, croît dans 


]11/18, oo. 


1153. Croît dans ]—c, _ al, décroît dans 1 a, al, croît dans Ja, œl. 


1154. Croît dans ]—c, —1[, décroit dans ]—1, 1[, croît dans l1, cl. 


1155. Décroît dans ]—co, 0[, décroît dans Je. + croît dans EE i[ | 


décroit dans ]J1, cf. 
1156. Croît dans ]—, 0,[, décroît dans ]0, œlf. 
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1157. Décroît dans ]—o, O[, croît dans ]0, 2[; décroit dans ]2, cf. 
1158. Décroît dans ]0, 1[, décroiît dans Ji, e{, croît dans Je, of. 


1159. Décroit dans Je. +. croît dans 13. cf 


1160. Décroît dans Je. 7. croît dans F: |. décroit dans 
5x | 
fs 2. 


1161. Croît dans Je. SL décroît dans FF +. croît dans 


2 
1162. Croit ae 1163. Croit monotonément. 
ER Croît cars ]J0, 3/4al, décroît dans Poe al. 
1165. y = 0 pour z = 0, Yymi 1 pour x = 1. 
1166. Umex = = 17 pour zx = 1, Res = —47 pour z = 3. 
1167. Ymax = 4 pour z = 0, Ymin — 8/3 pour z = —2. 


1168. Ynax — 2 pour z — 0, Ymin = V 4 pour = = 2. 


a. =. décroît dans | Re , croît dans Es 2n] . 


1169. Ymax — _—. pour z — —3. 

1170. y = pour z = (. 

1171. Ymax = O pour z=0, Ymin= —2/3 pour z= 1. 

1172. Ymin = ; pour z— 2/3. 1173. ya. — V/205/10 pour z = 12/5. 
1174. Ymox = Va pour z—0, Ynim— 0 pour z— +a. 


1175. Ymin = 0 ns z = 0. 1176. FGroît monotonément. 
1177. Ymax = +? 18 pour =. Ymin —=0 pour x=——1et pour z=5. 


e(ä—e) 
2 


1178. Ymax — 2,5 pour z=1Â, Ymin = = 1,76 pour z=e. 


1179. Ymax — 1/2 pour z=0, Yymin =1/8 pour z— 1. 


1180. Ymax —0 pour z=0, ee pour 2. 
1181. Ymax — RU tn me Vs & 1,13 pour +, Ymin = pour 
z = (. 
PE 1 1 
1182. Ymax — Sin — 5 + Zg Pour = ; 
__ 36V/3—12n y 3+72—12+67 4 

DDR ———— Pour =. 

1183. Ymax = 1/n pour r = 1, — —A/n pour x = 3. 


1184. Si ab < O0 il no ne d'ertnmums. Si ab >0et a > 0, alors 
Ymin = 2 V ob DONPES Sn si ab > 0et a < 0, alors ymax = —2 V ab 


our er 
P 7 2p a 


1185. 13 et 4. 1186. 8 et 0. 1187. 2 et —10. 1188. 2 et —12. 1189. 10 et 6. 
1190. 1 et 3/5. 1191. 3/5 et —1. 
1192. Minimum: (a + b})®, pas de maximum. 


T T 
1193. vu et TZ * 
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1194. 


1195. 


1196. 
1211. 


1215. 


1217. 


1219. 


= 4p/5. 
1221. 


1225. 


1227 


Maximum Â, pas de minimum. 
1 


Minimum (+) É . pas de maximum. 


f9 et 0. 1197. _ et 0. 1208. 4 et 4. 1209. 1. 1210. 6 et 6. 


3, 6 et 4 cm. 1212. 3 cm. 1213. 1 cm. 1214. V 4r. 


dep 
Le rayon de base est égal à la hauteur ( V =) . 1216. Æ —2R. 


3 
Côte latéral — 3p/4, base — p/2. 1220. Côté latéral — 3p/5, base — 


2RV3 4 2m 2 mir? 4 2aP 
—5—. 122. OR. 1228. RÉ, D. 1224. — 


20 V3 T2 —— 
cm. 1218. 2n / += 293°56". 


20 km/h, 720 roubles. 1226. Dans 1-22 h+ 1h 38 mn. 


43 


La distance de la corde au point À doit être égale + du diamètre 


de la circonference. 


1228. 


1229. 


4RV 5 . RV 5 
5 5 


V'8RE + RE — 3h 
4 


La hauteur du rectangle est égale à , où À est 


la distance du centre de la corde sous-tendant l'arc du segment et R le rayon 


du cercle. 
1230. 


Le rayon de base du cône est une fois et demie plus grand que le 


rayon du cylindre. 


1231. 
1235. 
1239. 
1240. 


1242. 
1243. 


1244. 
1245. 


4R. 1232. Z49. 1233. G0°. 1234. R V/3. 
4 


TR. 1237. = ++=t. 1238. a V2 et b V2. 


Aire du rectangle — _ X aire de l'ellipse. 
Tangente au point (2, 3). 1241. C (—V 6. —V/6). 


r—a—psia>p;r=0siia< p. 
La section de la rainure a la forme d’un demi-cercle. 


Longueur de la poutre 13 _ m, côté de la section transversale £ LE m. 


La valeur cherchée est égale à la moyenne arithmétique des résultats 


des mesures : 


Z —= 


Zykro+...+zn ; 


n 


1246. A 3 km du camp. 1247. À une hauteur R V 2/2. 


1248. 


. VI 


La distance à la source d'intensité 71 est égale à , 
VTi+V 12 


autrement dit le point cherché partage la distance { dans le rapport Ÿ /1/Ÿ 12- 
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1249. 2,4 m. 1250. Fmin = pour q=arctg k. 


kP 
Vi1+k 


1251. & 4,5. 1252. + À et 2a+ —. 
1253*. = où Z est la génératrice du cône. On remar- 


(L — R)(L + 2R) 
quera que la différence entre la distance du centre de la sphère au sommet du 
cône et le rayon de la sphère est égale à celle entre la hauteur du cône et la hau- 
teur du segment immergé. 


1254. R/4. 1255. R/2. 1256. P (p, +p V 2). 


1263*. 3/4. Cette fonction étant une constante (y — 0), on détermine sa 
valeur en un point quelconque, par exemple rz = 0. 
1264. x. 1265. 0 


1267. Ymax — 0 pour x — Ymin = Ô pour r = a. 
af a 
1268... Ynax — 76 POU T5, Ymin — O0 pour rx — 0 et pour r = a. 
1269. Yymax — —24 pour r — —4, Yymin — 24 pour r = a. 
1270. pau = 5/4 pour r= 3/4 
1271. Yinax — 1 pour z — À. Ymin — —1 pour z = —1. 
1272. Ymin — 1 pour z — 0 


1273. Ymax = 4/e* pour r = 2, Ymin =? pour z = 0. 

1274. Ymin=e pour z—e. 1275. ax = Ve pour r=e. 

1276. Pour a — 2 maximum. 1277. a — —21/3, b — —17/6. 

1278. Convexe au voisinage du point (1, 11), concave au voisinage du 
point (3, 3). 

1279. Convexe au voisinage du point (1, x/4), concave au voisinage du 
point (—1, —n/4). 

1280. Convexe au voisinage du point (1/e°, —2/et), concave au voisinage 
du point (1, O). 

1287. Point d'inflexion (5/3, —250/27). Intervalles: de convexité 
]—o, 5/3[, de concavité ]—5/3. ol. 

1288. Pas de point d'inflexion. Graphe concave. 

1289. Points d'inflexion (2, 62) et (4, 206). Intervalles: de concavité 
]—co. 2[, de convexité ]2, 4[, de concavité ]4, œlf. 

1290. Points d'inflexion (—3, 294) et (2, 114). Intervalles de convexité: 
]—co, —3[, de concavité ]—3, 2[, de convexité ]2, œf. 

1291. Point d'’inflexion (1, —1). Intervalles: de convexité ]—o, 1[, 
de concavite ]1, œl. 

1292. Pas de point d'inflexion. Graphe concave. 

1293. Points L'inflexion (—3a. —9a/4) (0, 0), (3a, 9a/4). Intervalles: 
de concavité ]—oco, —3al, de convexité ]—3a, Of, de concavité ]0, 3a[l, de con- 
vexité ]3a, ol. 

1294. Point d’inflexion (b, a). Intervalles de convexité ]—, b[, de con- 
cavité ]Jb, ol. 


V5 -1 
. ,. . L L 5—1 2 . 
1295. Point d’inflexion (aresin 7 e | . intervalles : de concavité 
|-< aresin tt , de convexité Jarcsin Lie : + ; 


1296. Points d’inflexion (+1, In 2). Intervalles: de convexité ]J—oo, —1{[, 
de concavité ]—1, 1[, de convexité ]1, ol. 
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1297. Point d'inflexion (ae?/?, 3/2e-°/?). Intervalles de convexité ]0, ae3/2[, 
de concavité Jae3/?, of. 
1298. Pas de point d'inflexion. Graphe concave. 
1299. Point d'inflexion (1/2, e2'Ct8 1/2), Intervalles: de concavité 
]—c, 1/2], de convexité ]1/2, cl. 
1300. Point d'inflexion (1, —7). Intervalles: de convexité [0, 1], de con- 
cavité ]1, of. 
1305. a = —3/2, b — 9/2. 
1306. & — —20/3, B — 4/3. Les points (—2; —2,5) et (0, 0) seront éga- 
lement des points d'inflexion. 
. Pour a < —e/6 et pour a > 
1316. Points d'inflexion (1, 4), (1, 
1317. Points d'inflexion pour t = . + kan (k = 0, 1, 2, ...). 
1318. DIRE LrcosE, où a <E cb. 
1n — 
a 


1319. ebLec— 2%, où a LE <b. 


2 Le à 
1324. . 1325. 0. 1326. 1. 1327. L. 
3Y a B 
1328. L. 1399. 
e 3 e e Vo e 
a 
1 m In + 
1330. nr à 1331. 2 1332. — am na, 1333. e 
2 n c 
]n — 
ä 
1334. —2. 1335. 2. 1336. In. 1337. cos a. 1338. 2. 1339. 1. 1340. 1. 
1341. GG 1342. 16. 1343. 1. 1344. 1. 1345. —2. 1346. O0. 1347. O. 
1348. a. 13495. 1350. — 1351. —1. 1352. 0. 1353. oo. 1354. de 


1355. 1. 1356. oo. TR 1. 1358. 1. 1359. e. 1360. 1. 1361. e°. 1362. eX. 

1363. 1. 1364. 1/2. 1366. 2x est supérieur à axre. 

1367. f(x) est supérieure à In f(x). 

1374. (115) = 1 520 990; 7 (120) = 1 728 120; Ô.,.100 Æ 0,03 (erreur 
absolue). 


1375. y — +. 1376. r = 0, y-—= 0. 1377. y = 0. 

1978: 22 D yes 4970... y= et. 1380. z + y = 0. 
1381. y — x + 2. 1382. y — —+zr. 1383. zx = 0, y—= 0; r+y= 0. 
1384. x = db; z = 2b; y= r<+3(b— a). 

1385. y+1—=0; 2z + y + 1 = 0. 1396. x — —1/e, y = x + 1/e. 
1387. z — 0, y— 7. 1388. z — 0, y— zx 3. 1389. y — Lx — 1. 


2 
1390. y = 2r + 1/2. 
1391. y—z si f(z) n’est pas une constante identique. 
1392. Si im p(t) = oc, ct A % (1) = b, alors y — b est une asym- 
to t— 


ptote; si rs = (t) = oc, et Ur ç (D = a, alors zx — a est une asymptote. 


1393.  _ y= 0. 1394. y=rte 1395. y — tr. 
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ee zkhyka—=0. 1397. zx=2; 2x + 8y+1—0; 6x — 40y + 
1398. Partout définie. Le graphe est symétrique par rapport a l'origine 


des coordonnées. Ymax = 1/2 pour z = 1, Yÿmim — —1/2 pour x = —1. Points 
d'inflexion du graphe: (—V/ 3, —V 3/4), (0, 0),(V/3, V/3/4). Asymptote y—0. 

1399. Partout définie sauf pour x = +1. graphe est symétrique par 
rapport à l'axe des ordonnées. Pas de maximum. Ymin = 1 pour x — 0. Pas 
de point d'inflexion. Asymptotes x = —1, x — y = 


1400. Partout définie sauf pour z = +1. Le graphe est symétrique par 
rapport à Re Pas d'extremum. Point d'inflexion (0, 0). Asymptotes 
= —1, z = : = Ÿ. 

1401. Partout définie sauf pour x = 1, rx = 2 et r — 3. Yymax = —2:60 
pour x = 2,58. Ymin = 2:60 pour x = 1,42. Pas de point d'inflexion. Asympto- 
tes r=1, z=2,r = 3. y = 0. 

1402. N'est pas définie pour zx = +1. Le graphe est symétrique par rap- 
port à l'axe des ordonnées. ym1, — 0 pour zx — 0. Pas de minimum. Croît pour 
z < —1, décroît pour x > 1. Le graphe n’a pas de point d'inflexion. Asymp- 
totes z = +1, y = 1. 

1403. Partout définie; le graphe est symétrique par rapport à l'axe des 
ordonnées. Ymin = —1 pour r = Ü; points d’inflexion du graphe à tangente 
horizontale (1,0) et (—1, 0); points d'inflexion (+W 5/5, —64/125). Pas 
d'asymptote. 

1404. Partout définie; le graphe est symétrique par FAPpOrs à l'axe des 
ordonnées. Yÿmax = © pour z = 0, Yymin — —27/8 pour rx — —+1/2. Points d'in- 
flexion du graphe à tangente horizontale (+1, 0). On a encore quatre points 
d'inflexion pour z Æ +0,7 et rx = +0,26. Pas d'asymptote. 


1405. Partout définie sauf pour x = 0. Yynin — 3 pour z = 1/2. Pas de 
maximum. Point d'’inflexion du graphe (—Ÿ 2/2, 0). Asymptote x = 0. 

1406. Partout définie sauf pour x = 0. Le graphe est symétrique par rap- 
port à l'axe des ordonnécts. Ymin = 2 pour z = +1. Pas de maximum. Pas 
de points d'inflexion. Asymptote z = 0. 

1407. Partout définie, sauf pour z = 1. ymin — —1 pour x = 0. Pas de 
maximum. Point d'inflexion du graphe (—1/2, — 8/9). Asymptotes r = 1, 


y = 0. 
1408. Partout définie sauf pour z — +W3. Le graphe est symétrique 
par rapport à l’origine des coordonnées. Ymax — —4;9 POUr z = 3, Ymin — 4,9 


pour x ue Point d'inflexion du graphe (0, 0). Asymptotes x = +V/3 et 
z+y= 0. 

1409. Partout définie sauf pour z——1. Pas de minimum. ymnax — —3+ 
pou z = —3. Point d'inflexion du graphe (0, 0). Asymptotes x — —1, y — 


=— z — À. 


1410. Partout définie sauf pour r — 1. Pas de maximum. ynin — 27/4 
pour xz — 3/2. Point d'inflexion du graphe (0, 0). Asymptote x = 1. 
1411. Partout définie sauf pour x = 1. ymax — 0 pour z = 0. Yyr,in — 


— 4/3 Ÿ 4 pour r = Ÿ 4. Point d'’inflexion du graphe (—V2, ee v2) : 
Asymptotes x — À, y = x. 3 

1412. Partout définie sauf pour x = —1. ynas — 2/27 pour z = 5, Ymin — 
— 0 pour z — 1. Abscisses des points d'inflexion du graphe 5 + 2 J/3. Asymp- 
totes x = —1 et y = 0. 

1413. Partout définie sauf pour x = 0. ynax —= 7/2, pour z = 1. Ymax — 
= —11/6 pour x = —3, ynin — 27/8 pour x — 2. Abscisse du point d'inflexion 
du graphe 9/7. Asymptotes x = 0 et y — 1/2r + 1. 

1414. Partout définie sauf pour x = 0. Pas de maximums. ÿmin = —0.28 
pour z æ 1,46. Abscisse du point d'inflexion du graphe —Ÿ 2. Asymptote 
TI = V. 
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1415. Partout définie sauf pour z — 0. ymax = —2,5 pour z — —2; pas 
de minimum. Le graphe n'a pas de points d'inflexion. Asymptotes z — 0 
et y = 7x. 

1416. Partout définie. ynax — 1/2 pour r — 1. Pas de minimum. Point 
d'inflexion du graphe (2, 2/e“). Asymptote y = 0. 

1417. Partout définie. y, = 4/e pour z = 2, Ymin — © pour z = 0. 
Abscisses des points d’inflexion du graphe 2 + V2. Asymptote y — 0. 

1418. Partout définie sauf pour z = (0. yninm—e pour zx — 1. Pas de 
maximum. Pas de point d'inflexion. Asymptotes z — 0, y — 0. 

1419. Définie pour x > —1. Yymin — © pour x — 0. Pas de maximum. 
Pas de point d'inflexion. Asymptote z — —1. 

1420. Partout définie. Le graphe est symétrique par rapport à l’axe des 
ordonnées. Ymin — © pour z = 0. Pas de maximum. Points d'inflexion du 
graphe (+1, In 2). Pas d’asymptote. 

1421. Partout définie. Le graphe est symétrique par rapport à l'axe des 
ordonnées. Ymax — 1/e pour z — +1Â. ymin — © pour r — 0. Abscisses des 
V5+v1 

2 


points d'inflexion du graphe + . Asymptote y = 0. 


1422. Partout définie. ymax — 27/e pour z — 3. Pas de minimum. Abscis- 
ses des points d'inflexion 0 et 3 + V3. Asymptote y = 0. 
1423. Partout définie. Le graphe est symétrique par rapport à l'origine. 


1 1 | , 
= —— pour z = À, Ynin—=——— pour r——1. Points d'inflexion 
Ymax V - P min Ve P 


3 
du graphe (0, 0), (V3. V3e *) et (—V3, —V3 e73/2), Asymptote y —0. 

1424. Partout définie sauf pour r — 0. Pas d'extrémum. Le graphe ne 
possède pas de point d'inflexion. Asymptotes r — 0, y = 0 et y — : 

1425. Définie pour r > U. Pas d'extrémum. Point d'inflexion du graphe 
(e3/2, 3/2 L 3},e" 312). Asymptotes x — 0 et y = x. 

1426. La fonction est définie pour —o << r << —1 et pour 0 < r < co. 
Dans l'intervalle ]—oo, —1[. elle croît de e à ©, dans Î intervalle JO, of 
de 1 âe. Le graphe est composé de deux branches. Asymptotes y = e et r = —1. 

1427. Partout définie. Pas d’extrémum. Stationnaire pour r — <+kn (4 — 
= 1, 3, 5, ...). Le graphe est symétrique par rapport à l’origine, pas d'asymp- 
tote; point d'inflexion (kx, kr) (k = 0, +1, +2, ...); le graphe coupe a 
droite y = r en ses points d'inflexion. 

1428. Partout définie. Le graphe est symétrique par rapport à l'axe des 
ordonnées. Les points d'extrémum vérifient l'équation tg r — —7. Les abscis- 
ses des points d'inflexion vérifient l'équation x tg r — 2. Pas d'asymptote. 

1429. Définie dans les intervalles ]—3x/2 + 2kn, 11/2 + 2knl où k — 
= 0, +1, +2, ... Période 2x. Le graphe est symétrique par rapport à l'axe 
des ordonnees. Ymax — O0 pour z = 2kn. Le graphe ne possède pas de point 
d'inflexion. Asymptotes r = 1/2 + kn. 

1430. Définie dans les intervalles ]—2x/2 + 2kx, 7/2 + 2knl, où k — 
= 0, +1, +2, ... Période 2n. Le graphe est symétrique par rapport à l’axe 
des ordonnées; Ynin — 1 pour r — 2kx. Le graphe ne possède pas de point 
d’inflexion. Asymptotes r = 1/2 + kn. 

1431. Partout définie. Le graphe est symétrique par rapport à l’origine 
des coordonnées. ÿmax — 7/2 — 1 pour r = —1, ynin — 1 — 11/2 pour r = 1. 
Point d’inflexion (0, 0). Asymptotes y = x + n. 

1432. Partout définie sauf pour x — 1 et r — 3. yinax = 1/e pour r = 2. 
Pas de minimum. Asymptotes x = 1, r — 3 et y = 1. 

1433. Partout définie. Période 2x. Ymin — 1 pour z = kn, où k = O0, 
Hi, Æ2,...; Ymax = e — 1 pour r = n/2 + 2Ekn et ymax —= 1 + 1/e pour 
x = 37/2 + 2kn. Pas d'asymptote. 

1434. Partout définie; Yymax — 4/27 pour r — 8/27, Yymin — 0 pour x = 0. 
Le graphe ne possède pas de point d'inflexion ni d'asymptote. 
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1435. Partout définie. Le graphe est symétrique par rapport à l'axe des 
ordonnées. Ymax = © pour x — 0, Yÿnin = —3 pour z = +1. Le graphe ne 
possède pas de point d inflexion ni d'asymptote. 

1436. Partout définie. Le graphe est symétrique par rapport à l'origine 


des coordonnées; Ymax = 2/3 pour x = 1, Ymin — —2/3 pour r — —1. Point 
d'inflexion du graphe (0, 0). Pas d'asymptote. 
1437. Partout définie. ynax — 2 pour z — 0, Yÿmin — 0 pour z — —1. 


Point d’inflexion du graphe (—1/2, 1). Asymptote y = 1. 

1438. Partout définie. Ymax & 2,2 pour x = 7/11, Ymin — 0 pour z = 1. 
7+3V3 
à 11 

1439. Partout définie. ynax — 2 Ÿ 4 pour x = 4, Ymin — 0 pour r = 0. 
Point d'’inflexion du graphe (6, 0). Asymptote x + y — 2. 

1440. La fonction est définie pour r > 0, biunivoque. La fonction y — 
= r+Vn (la branche supérieure du graphe) croît monotonement. La fonction 
y=r— V = (la branche inférieure du graphe) possède un maximum pour 
z— ÿ 20/5. Le graphe ne possède pas de point d’inflexion ni d'asymptote. 

1441. Définie pour x > 0, biunivoque. La fonction y = + V/z (la 
branche supérieure du graphe) croît monotonement. La fonction y = r° — |/ x 
(la branche inférieure du graphe) POSE un maximum pour r = 16/25. 
Abscisse du point d’inflexion de la branche inférieure du graphe: 64/225. Pas 
d’asymptote. 

1442. Définie pour r >—1, biunivoque. Pas d'extremum. Le graphe 
est symétrique par rapport à l'axe des abscisses, possède deux points d’inflexion 
(0, 1) et (0, —1) et pas d’asymptote. 

1443. Définie dans les intervalles [—1, 0] et ]1, œf, biunivoque. Le 
graphe est symétrique par rapport à l'axe des abscisses. | y [max — y 12/3 


Abscisses des points d'’inflexion du graphe —1 et . Pas d'asymptote. 


3 . : - | V2 
pour r — —1/ 3/3. Abscisse des points d’inflexion du graphe 14 1+—— à 


Pas d'asymptote. 

1444. Définie pour r > 0. biunivoque. Le graphe est symétrique par 
rapport à l'axe des abscisses. | y |nax — 12/9 pour x = 1/3. Le graphe ne 
possède pas de point d'inflexion ni d' symptote. 

1445. Définie pour r = 0 et r > 1. L'origine des coordonnées est un point 
isolé. Le graphe est symétrique par rapport à l’axe des abscisses. Pas d'extré- 


mum. Points d'inflexion du graphe (413. + aV3 | . Pas d'asymptote. 


9 
1446. Définie pour r < 0 et pour r > Ÿ 2, biunivoque. Le graphe est 
symétrique par rapport à l’axe des abscisses. | y [max — 1 pour z — —1. Le 


graphe ne possède pas de point d'inflexion. Asymptotes r —0 et y — +z V/3/3. 
1447. Définie pour rx < —2 et z > 0, biunivoque. Le graphe est symé- 

trique par rapport à la droite y = r. Ymax = —2 pour x — 1. Le graphe ne 

posséde pas de point d'inflexion. Asymptotes x — 0, y — VU et x + y = 0. 
1448. Définie pour —a < r € a, biunivoque. Le graphe est symétrique 


par rapport à l'axe des abscisses. | y |inax — a} US pour zx — 


— — + (VS — 1). Pas de point d'inflexion. Asymptote x — a. 


1449. Définie pour 0 < x < 4, biunivoque. Le graphe est symétrique par 
rapport à l'axe des abscisses. | y [max — V3 pour x = 3. Abscisse du point 
d'inflexion du graphe 3 — V/3. Pas d'asymptote. 

1450. Définie pour —2  r & 2, biunivoque. Le graphe est symétrique 
par rapport aux axes des coordonnées. | y |max — 3 V 3/5 pour r + 1. Points 
d'inflexion du graphe (0, 0) et (+V/3, +V/ 3/5). Pas d'asymptote. 
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1451. Définie pour —1 < x < 1, biunivoque. Le graphe est symétrique 
par rapport aux axes de coordonnées. | y | — 1/2 pour x = }/ 2/2. Point 
d'inflexion du graphe (0, 0). Pas d'asymptote. v? 

1452. Définie pour z > 1, biunivoque. Le graphe est symétrique par rap- 
port à l'axe des abscisses; | y [max — 1 pour z — 2. Abscisse du point d'in- 


64213 


flexion . Asymptote y = 0. 


1453. Définie pour 0 < x < 2a, biunivoque. Le graphe est symétrique 
par rapport à l’axe des abscisses. Pas d’extrémum. Pas de point d'inflexion. 
Asymptote r — 2a. 

1454. Deéfinie pour r< 0, 0O<r<1 et pour z >2, biunivoque. Le 
graphe est symétrique pAE rapport à l’axe des abscisses, possède les asymptotes 
z = O et y — +1 et deux points d'inflexion. Pas d’extrémum. 

1455. Définie pour —a< r< 0 et pour 0<r<a, biunivoque. Le 
graphe est symétrique par rapport à l’axe des abscisses. Pas d’extrémum. Point 


L 4 / 57 
d'inflexion du graphe [e (V3 — 1), +a V4 +] . Asymptote x = 0. 


1456. Définie pour —1 < x < 1 et pour x — +2, biunivoque. Le graphe 
est symétrique par rapport aux axes de coordonnées et possède deux points 
isolés : (+2, 0), | y Imax — 1 pour x = 0. Pas de point d'inflexion ni d'asymp- 


e. 

1457. Définie pour —1 < r < 1, biunivoque. Le graphe est symétrique 
par rapport aux axes de coordonnées. | y [max — 1 pour z = 0. Points d inflexion 
du graphe (+ 2/2, +V/ 2/4). Pas d'asymptote. 

1458. Définie pour z < —1 et r > 1, biunivoque. Le graphe est symé- 
trique par rapport aux axes de coordonnées. Pas d’extrémum. Points d'inflexion 
du graphe (+2, 1/2). Asymptotes y = +. 

1459. Définie pour r > 0, biunivoque. Le graphe est symétrique par 
rapport à l'axe des abscisses. | y|nax = 1 pour x = 1/2. Abscisse du point 
1+V2 

2 


d'inflexion du graphe —. Asymptote y = 0. 


1460. Définie partout sauf pour z — 0. Pas d'extrémum. Point d'inflexion 
du graphe (—1/2, e-* + 1/2). Asymptotes r = 0 et r+y= 1. 

1461. Partout définie sauf pour x = x/2 + kr, où k = 0, +1, +2, ... 
Période x. Pas d’extrémum. Le graphe ne possède pas de point d'inflexion. 
Asymptotes x = 1/2 + kn. 

1462. Partout définie. Le graphe est symétrique par rapport à l'axe des 
ordonnées. Les points d'extrémum vérifient l'équation x = tg r. Asymptote 


1463. Partout définie. Pas d’extrémum. Pas de point d'inflexion. Pour 
z < 0 la fonction est identiquement égale à la fonction linéaire y = 1 — x. 
Asymptote x + y — 3. Le point (0, 1) est un point anguleux à deux tangentes 
distinctes. 

1464. Partout définie. Le graphe est symétrique par rapport à l'axe des 
ordonnées. Ymavx —= 3 pou z = 0, Ymin = —1 pour r = +2. Le graphe ne 
possède pas de point d'inflexion ni d'asymptote et sa partie de droite est la 
portion de parabole y = 1° — 4x + 3 située à droite de l'axe des ordonnées. 
Le point (0, 3) est un point anguleux à deux tangentes différentes. 

1465. x (t) et y ({) sont définies pour tous les t et y (r) pour tous les r. 
Point de maximum (—3, 3), point de minimum (5, —1), point d'inflexion 
(1, 1). Pas d'asymptote. La pente de la courbe tend vers 45° lorsque r — co. 

1466. x (t) et y (t) sont définies pour tous les t et y (r) pour tous les z. 
Asymptotes y = ret y = x + 6n; point de maximum (—1 — 3x, —1 + 31/2), 
point de minimum (4 — 3x, 1—3x/2), point d'inflexion (—3x, 0). 

1467. x (t) et y (t) sont définies pour tous les ? sauf pour t = —1. Asymp- 
tote x + y + 1 = 0. Le point (0, 0) est un point nodal. Les axes de coordon- 
nées sont tangents en ce point. Pas de point d'inflexion. Boucle fermée dans le 
premier quadrant. 
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1468. x (t) et y (t) sont définies pour tous les t. La fonction y (x) n'est 
pas définie pour xz< —1/e, biunivoque pour —1/e < x < 0, univoque pour 
x > 0. La courbe est symétrique par rapport à la droite y + x = 0. Point de 
maximum (e, 1/e). Deux points d’inflexion. Les axes des coordonnées sont des 
asymptotes. 

1469. Ligne fermée, symétrique par rapport à l'axe des abscisses, avec 
point de rebroussement (a, 0). 

1470. Rosace à trois boucles fermée. La fonction est définie dans les inter- 
valles [0, x/3], [2/3x, n], [4/3x, 5/3x]. Extrémums pour q = x/6, @ — 54/6 
et om = 31/2. 

MT La fonction est définie dans les intervalles [0. x/2[, [x. 3x/21. 
Le graphe de la fonction est symétrique par rapport au pôle. Les droites r — a 
et x — —a sont asymptotes. 


1472. La fonction est définie dans les intervalles [0, x/21, 7 
{7x/4, 21]. Le graphe de la fonction est symétrique par rapport au pôle. Asymp- 
totes r — a et z — —a. La droite ® = 3x/4 est tangente à la courbe au pôle. 

1473. Existe pour toutes les valeurs de @. Maximum 2a pour ® = 0. mini- 
mum O pour @ = x. Courbe fermée, symétrique par rapport à l'axe polaire. 
Le pôle est un point de rebroussement. 

1474. La fonction est définie dans les intervalles [0, x1/2 + arccos 1/b], 
[3x/2 — arccos 1/b, 2x]. Maximum a (1 + b) pour q@ — 0, minimum 0 pour 
@ = x/2 + arccos 1/b et = 3x/2 — arccos 1/b. Le graphe de la fonction 
est symétrique par rapport à l'axe polaire. 

1475. Existe pour q >0. Point d’inflexion (J 2x; 0.5). L'axe polaire 
est asymptote. La courbe s'enroule en spirale autour du pôle et tend asympto- 
tiquement vers lui. 

1476. Existe: pour p > 0. Fe graphe est une spirale issue du pôle et ten- 
dant asymptotiquement vers la circonférence p = 1. 

1477. Existe pour —1 < t < 1. Entièrement située à droite de l'axe des 
ordonnées. Courbe fermée, maximum pour ?{ = 0 (® = 1 radian. p = 1). Pas 
de point d'inflexion. Est tangente à l'axe des ordonnées pour { = “+1. 

1478. Rosace à quatre boucles. L'origine des coordonnées est un point 
nodal double. 


1479. La courbe est entièrement contenue dans la bande — _ Lr< 


. Symétrique par rapport à l'origine. Asymptote z—0. Point d'in- 


-. 


< 


al/ 2 
2 


flexion (0. 0). L'’axe des x est tangente en ce point. Il existe deux autres points 
d'inflexion. 

1480. Symétrique par rapport aux axes z — 0, y = 0, y—= x, y = —7; 
courbe fermée avec quatre points de rebroussement : (a, 0), (0, a), (—a, 0) 
et (0, —a). L'origine des coordonnées est un point isolé. 

1481. Symétrique par rapport aux axes de coordonnées et aux bissectrices 
des angles de coordonnées. Asymptotes (x + y} — 1/2. L'origine des coordon- 
nées est un point nodal d'ordre 4. Les branches de la courbe sont tangentes 
aux axes de coordonnées en ce point. La courbe a la forme d'« ailes » d’un moulin. 

1485. Les autres racines sont simples. 

1486. 0,1 < z< 0,2. 1487. —0,7 < r, << —0,6 et 0,8 < r, < 0,9. 

1488. 0,32 zx << 0.33. 

1489. —3,11 € x, << —3,10, 0,22 rs << 0,23 et 2,88 < r3 < 2,89. 

1490. 0,38 zx, < 0,39 et 1,24 << ro << 1,25. 1491. —0,20 € r << —0,19. 

1492. 0,84 << x << 0,85. 1493. 1,63 < x << 1,64. 1494. 1,537 << x << 1,538. 

1495. 0,826 < z < 0,827. 1496. 1,096 < x << 1,097. 

1497. 0,64 € z << 0,65. Pour 0 € a € 1 il existe un nombre réel et un 
seul égal à son logarithme et de plus il est inférieur à l'unité. Pour 1 < a < 
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< elle il existe deux nombres distincts égaux à leurs logarithmes: l’un com- 


pris dans l'intervalle ]1, ef. l’autre dans je, +<o[. Pour a=el/€ Je seul nombre 
egal à son logarithme est e (il est racine double de l'équation log, r—7r). Pour 
ele € a € > il n'existe pas de nombres réels égaux à leurs logarithmes. 

1498. (x — 4) + 11 (x — 4) + 37 (x — 4)° + 21 (x — 4) — 56. 

1499. (x + 133 — 5 (x + 1) + 8. 

1500. (x — 1)10 E 10 (x — 139 + 45 (x — 1)8 + 120 (r — 1) + 

+ 210 (x — 139 + 249 (x — 1) + 195 (x — 1} + 
+ 90 (x — 1)9 + 15 (x — 1) — 5 (x — 1) — 1. 
1501. 76 — 95 + 3073 — 4573 + 307? — Ir + 1. 
1502. f (—1) = 143; f' (0) — —60:; f” (1) = 26. 


1503. —1 — (2 + 1) — (x + 1} —"... — (x + 1 + 
_4yn+#1 (z+1)9*1 . 

. E(=20r TH6+ FDP , où 0<8<1. 

2 zn œnr () . 

1504. Étant oem © +n+tier, où 

0<60<1. 

É z—4 (z— 4)? (z — 4) _4 (2n—2) !(z—4)" 

16 En CN Tu piamat 


+ (— 1) (27) 1 (z—4)7*1 
2n4in !(n+1)1V/ [440 (z—4)j27*t 


L 


où 0O<6<1. 
r2n+i ex _,-0x 


22 z4 zen : 
1506. ++ + Tnt nil 2 + où 0-<<6<1. 


1507. 14 (e— 174 G—19+ (z—1)$+ 


+ (—1)% 6 (z— 1)? + (—1)2+16 (z—1)n*1 
=D Dr JM DnmEDli For ? 
où 0O<6<1. 


1508. + pr 

+ sin 267, où 0<6<1. 
1509. 2— (2) + (522228, où 0<60<1. 
1510. 24 THIS, où 0 <0<1. 


1511. c++ ER, où 0<0<1. 


(4 — 6272) 2 
1 1.3 2 1:35 53 
1512. SE G—1)+-5 (z —1) 55.37 (z— 1) + 
1-3-5-7 (z—1)* 


à B<1. 
FAT Vie nn 


1513*. En vertu de l'existence de la dérivée troisième l’on a 


h? hS 
fla+h)=f(a)+ hf (a) +5 f' (a) + j" (a+ 01h). 
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En comparant avec es de l’énoncé on obtient : 


h3 
cn (a+ 0h) —j"(a)] = 1" (a+ 61h), 


i.e. 
CE EC —9 os (a) =+ f” (a+ 64h). 
11 reste à passer à . limite pour À —+ 0. 


1514. La fonction décroit. Point d'’inflexion (0, 3). 

1515. La fonction possède un minimum égal à 1 

1516. La fonction possède un minimum égal à 2. 

1517. La fonction possède un maximum egal à —11. 

1518. La fonction croît. Point d'inflexion (0, 0). 

1519. La fonction croit. Point d’inflexion (0, 2 

1520. f (x) = 1 — 6 (x — 1) + (zx — 1)° +. Lee 

1521. f (x) — 321 + 1087 (r — 2) + 1648 (x - — - 2} + ...:; f (2,02) = 
= 343,4; f (1,97) = 289,9. 

1522. f(z)=1+60(r—1)+ 2570(r — 1} +...;, (1,005) = 1,364. 

1523. f(x) = —6 + 21(r—2)+ 50(7— 2} +...;,  f(2,1) = —3,4; 
1(2,1) = —3,36399; 6 — 0,036; ë" = 0,011 — 1,1 %. 

1524. 1,65. 1525. 0,78, ô << 0,01. 1526. 0,342020. 1527. 0,985. 

V2 a  b 
1528. 0,40, Ô-< 0,01. 1529. Z—- 1530. Hi x: 


1531. 36. 1532. 0,128. 1533. V2. 1534. O 


61zx| 
3 


(1+ 9x4)? 
aibh 
1538. — ©". 1539. |cosr|. 1540. 


(b4z2+ aty2) ? 


1535. 1. 1936. 4 . 1537. 


| 
3V a|zy| l 


= 2 _2 
1541. A VA Bu a EE ss 1 
(bimzim-2 + am yem-2) ? ach° à 
1543. L. 1544. — Ÿ , j545, À 
6°" HafsnZl ‘ sa 
1546. —Ÿ 0. 4547. 1. 
8a sin + | V 1+1In2a 
2 2 £ 
EE RS LC OR PES 
RUE agh1 (q2+k2) 
3 
2 72: ; 
1550, HD), 1554. (e+42+ | —+) _ E | 


2ab V 2 
1555. Me 2}2—2. 1556. (z+2)* + (y —3)° —8. 


2 
167. (a) + (1-7) <<. 


1558. (24e) +(u-5 0) a?. 1559. (=. +) : 
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2 
1562. Pour t—kx. 1563. À a. 1566. a — 3, b— —3, c —1. 
1567. y— —15—0,674+4,573+ 0,142. 


1560. (Li, —+In2). 1561. (—+in2, 1427 


{+ n2r2n-1) 


PRET net Cl nm lee: 
24 b2) 23 24 b2) y3 + + + 
1560, DE, pe QE: (09 7 (6m 7 = (+87 . 
12 + + 2e: 2 
1570. 2=2+370y5, n—y+370y9 ; (+1)? HE mn)? +25 
1571. E — + VE Guta, n= RTE I. 
4 3 , 16 3 \3 
1572. ne dE n = 34° TT? S°— 343 (+3) . 
- 2 2 
1573. (5) +60 (LL) +80 0. 1574. E Ÿ + n° — (2) 
LED bs). 


1576. Oui. 1579. |} dE —1]. 158 
1581. Ga. 1582*. 16a. Ecrire les ER parametriques de la da. 


puis changer de coordonnées et de paramètre en posant z — —2z,;, y = —y,, 


dt — 


h +1 
1583*. ‘Se servir de la relation entre la longueur de la développée et l’ac- 


croissement du rayon de courbure. 
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984. 0,785. 1585. 0,073. 1586. (3,00; 2,46). 
1587. (—0,773 : —0.841). 1588. (1,38; 4,99). 
1589. (0,57; —3,62). 1590. 0,78. 1591. (2,327 ; 0.845). 


Chapitre V 


3 b zx 
1592. 1) | (z?+1)dz; 2) | (eX+2)dz; 3) | sin x dx ; 
0 a 


0 
e 


2 { 
4) À (8—2x°) dx ; 5) | (V/z— 7°) dx ; 6) | (inz—In? zx) dz. 
2 0 1 


4 4 4 1 
1993. 20 —— et 20+— ; És rer 
149 
1594. a x 0,248, 5 = 0,039. 
1595. 34,5. 1596. 10 +. 1597. + ah = 40 cm?. 1598. 10 —. 
1599. 8. 1600. 21 +. 1601. 2. 1602. 440 cm. 
1603. 2:122,6 m. 1604. 0 + cm. 1605. 625 J. 
1606. 4 cm. 


n— 1 


1607. a) mn— D) 0 (Bi) (tte —ti), to=Tor 


=0 
F1 n— 1 
tn=Ti; b) m= | v(t)dt. 1608. a) On © 1 Qu) (fist ti), to= To tn =Ti: 
To 1=0 
T1 
b) o= | v (t) dt. 
To 
n-1, T 
1609. Qn= D LE) (tre1—ti), 10=0, Ti Q= À T(D dt. 
i=0 
n— 1 ° 
1610. a) An — > p (8) D (Ge) (is1 — ti), to = To, En = Ti; 
i=0 


b) a q () D () dt. 


To 
1611. 1500 coulombs. 1612. =67 600 joules. 1613. —. joules. 


n—1 
1614. a) Pn= D ob(zii— 25), 200, 2n=b; b) P= rs 
i=0 0 


1615. a) D = 18,75 kgf; b) la droite doit être menée à une distance 


_— = 17,7 cm de la surface. 


2 
1616. e—1. 1647. LE. 4618. 1) 50: 2) 4 
e Ce — 1]. . REX . ) ) a; 
g) TE, 4) Lab: 5) a (a 2 +1); 6) + nf 7) 31,5: 
Z 3%: 
(a—b} a. a(a2—3ab+ 35) | 
Dos at Suns + 0e 
12) 16 + : 13) O0. 1619*. it 67-1011, Ecrire l'expression dont 


on cherche la limite sous forme d’une somme intégrale d'une fonction. 
1620. In 2. 1621. 1n 2. 1622*. 1n a, 1n 3 = 1,1. Voir exercices 1620 et 1621. 


1623*. 1) aea—ea+1;: 2) alna—a+1; 3) RIRE, 


On obtient l'expression q—+ 29 +...—+ ng"t par différentiation de la 
somme des termes d’une DIRE SIen géométrique. 
27 


1624. | Isinz1 a= 11 1625. Fr - 1626. LL. 
0 
8 


1627. F- 1630. 8-< T1 <9,8. 1631. 3< 71 <5. 


1632. 2197. 1633. TH <I<i. 1634. <<. 
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1635. 


e—1 e—1 
e2 


ar <1< . 1636. 1) la première ; 2) la deuxième. 


1637. 1) la première; 2) la deuxième ; 3) la première ; 4) la deuxième. 
1640. 0,85 < J < 0,90. 
1641. a) 1<7<V 2% 1,414; 


b) cr EVE Lao: c) icI<V/ À 21065. 


1642. Ymoy = He) 43, BE. 


1643. Ymoy — + (ai z122 + à). Si z172 > 0, en un point; si z{<<Oet 


4 


A LT : 
z25> 0, et sous réserve que ——<z><—2r; en deux points, dans le cas 
contraire en un point. 


9 
1644. 24,5. 1645. T— 1646. O. 1647. Li m. 


— aô ces, 
1648. 11 a. 1649. — 1558 watts. 1650. 1) =: 2) a = = 2. 


5 3) 5ÿ 


1651. 28. 1652. À — 100s + 25s2 joules, s— l'espace en m. 


1653. = (S#+ape+pu), où a — Es— E; 7 — Ejto — Eot: | 
R t2—ti lo —ty 


1654. Q = cot ++ t2+ Le. 


1655. dS — 10, AS = 10,10033 ... 1656. dS — 1. 


1657. Az AS ds & 5 
i 92,25 64 28,25 0,442 
0,1 6, 6,4 0244 020382 
0:01 06424 064 0,002  0.00376 
1658. . 1659. 0; 47 1. 1660. ri f(x) dr = —f (x). 
1661. —1, +. 1662. PE , 1663. 4) z; 2) —4rInz. 


2x 
1664*. 21n22r—In2zx. Mettre l'intégrale | ns sous forme de la 


x 


© 


a x 


somme : | In2rz dr+ \ In2 z dz, où a > 0. 
a 


La 


1665. y’ — — = . 1666. 1) cet; 2) Her. 1667. — 2. 

1668. Minimum pour z—0. 7 (0)—0. 1669. 1. 

1670. Ymax — 5/6 pour z—1Â, Ymin—2/3 pour z—2. Point d’inflexion 
(3/2, 3/4) ; : 

1672. 1) +; 2) —1 . 3) 52: 4) 42; 5) 45 3 6) 0,08; 7) 2—V/2; 


7732 ? 
2. 1 1 \. 22% __ À (ÿf5s_1/3 7 
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1673. 1) 2: 2) O: 3) e3—1: 4) 1: 5) 21/4: 6) 2/6. 1674. 0, 
1675. 1—V/ 3; —1. 


Chapitre VI 


ñn 


2 mr { 
— mxz _ 
1676. sVr#+C. 1677. ————+C. 1678. C———. 
_ Ci 
1679. &0,4843-10% + C. 1680. TE + C. 


= 2h 
1681. Vz+C. 1682. V + C. 1683. &4,120,834 C. 


1684. u—u?+C. 1685. LR Vrts+C. 


9 
1686. C————et+tIin|z|. 
RS +lnlzl 

1687. C—107"0,2 dé do 62r1,38. 


1688. z—21n|z1—-L+C. 1689. 26 , 
- ie 
1690. + ye+ 2 zY Vite:ÿr + Her. 
6 1 
1691. — F—+$ 34 C. 1692. —— 
2 (1,5)* 
1693. 3r— TRE LC. 1694. D (tgz+2)+C. 


1695. C—ctgr—tgr. 1696. tgr—r+cC. 
1697. C—ctgr—r. 1698. r—sinrz+cC. 


arcsin z+C. 


1699. arctgz—+C. 1700. D ne 


9 
n- 


1701. tgz+C. 1702. © + C. 1703. 


4 C: 


= 16 
1704. HE + c. 1705. 5V/1-+z2+C. 1706. ER 4e. 


1 (a+ hr)i-c 
1707. ÉRE TOP) UN e 1708. Ho ve 
+ ERSE 
1709. CE (B— 3x) ° . 1710. TEE 


1. PE fat te+C. 1712. VAT +C. 
1713. CV Tr. 1714. FC. 
1715. Va FI1+C. 1716. LVTFS+C. 

1717. VAT +C. 1718. V/ 372 — 57 +6- TETE C. 


1719. Lsintz+C. 1720. sec r4-C. 1721. 3Ÿ5mz+C. 


22% 


1722. c—+ cos z. 1723. V (nz+c. 


(arctg x)° 1 
1724. ——2—+0C. 1725. C Zureinas ‘ 


1726. 2V/ 1+tgz+C. 1727. sin 3z+C. 


1728. tg(1+lnz)+C. 1729. sin 32+C. 


1730. z cos a—— sin 24 C. 1731. C—— cos (2r— 3). 


4 . 4 SL 
4732. C——sin(1—2r). 1733. —tg (2—+)+c ou 


7 (te 4x —sec 4r)+C. 1734. C — cos (ex). 
1735. In (1<+z2)+C. 1736. 1n | arcsin z|+C. 
1737. In (22—3r+8)+C. 1738. Lin|2r—11+C. 


1739. Linjez+mi+C. 1740. Lin(2+1)+0; 


1741. Linl#+1[+c. 1742. In (ex+1)+C. 


1743. + In (e2x + a?) + C. 1744. C—In|cos z|. 
4745. In|sinz|+C. 1746. C—In | cos 3 |. 


1747. in | sin (2r+1)|+C. 1748. C—In(1+ cos" zx). 


1749. Inllnz|+C. 1750 np 2 et 
.In]inz . 1/00. HE ONE 


In[inz|+C, si m— —1. Le esMxic. 
1752. en x+C. 1753. —+C. 1754. == 


x 


ina 
. 1756. 0,5 Nos 1757. C—— es. 


ei-3x 


3 


1758. arcsin + C. 1759. _ arcsin 57 +C. 


1760. F arctg 3r+ C. 1761. arcsin &+C. 


1755. C — 


1762. arctg Æ z+C. 1763. —arcsin À + C. | 


3VE 


1764. — arctgzr=+-C. 1765. —-arcsin 0e 


1766. arctg + C. 1767. _ arcsin râ+C. 


arctg + C. 1769, SIN Lo. 


In 2 
arctg — ne ——— + C. 1771, ex Lex +cC. 


1768. — 


1770. 


1772. 


1774. 


1776. 


1778. 


1780. 


1782. 
1784. 
1786. 


1788. 
1790. 


1793. 


1795. 


1797 


1799. 


1801. 


1803. 
1805. 


1807. 


1809. 


1811. 


1813. 
1815. 
1816. 


1818. 


1819. 


eix ++ x+B3ex+z+C. 1773. arcsinrz—V/ 1—z2+0C. 
In (+9) arctg T+C. 1775. arcsin x+ VW 1—z:2+0C. 


arctg 22 ln (zt+41)+C. 1777. arcsin z+ 


LV G—1ÿ)—2+0C. 1779. C— 2V T5 V/Tarcsin 5. 


CV TE + (arecos 3:)°]. 1781. z—4ln|z+4]+cC. 
+[e-+int2+41]+c. 1783. + [e-inlés+a]+c. 
C—r—61n|3—7zx1]. 1785. 1r+3In|rz—2|+c. 


a+ inf25—11+C. 1787. in (22+1)+C. 


CO RC wl ie sl 


z—2arctgr+C. 1789. C—+ a+ #3 —In|{—> J- 


[+ c. 


Er +arctg z+C. 1791. In 


| +c. 1792. In 
b—7r 


z 
z+1 


1 2r —3 e 
| +C. 1794. 


z+in 


—in|< 


— + |+c. 1796. 


|+C. 1798. In |-==% 


+5 
1 _mn|V2+2V3 + 1800. -! — 
2V 6 rs de 

2x 
5 arctg 5 + C. 1802. Lo q +C. 


9 
Larctg 2 + C. 1804. — aresin (2r+3)+C. 
arcsin (z—2)+C. 1806. Laresin — +C. 


z sin 2r 


1 | 
—j arcsin V3 + C. 1808. Dir A0 


TZ sin 2x 


TZ 
D +C. 1810. C—ctg —. 


te 5-3) + C. 1812. 2tg——5+C. 


2e(++)-2+c. 1814. ts SC: 
In (2+sin 2r)+C. 

1 / cos 4x CRE ee . 
CT (+ cos 2) . 1817. y Su + --sinz+C. 
1 1 > 
TG ‘in Sr — 7 sin 1z+C. 
du 254 sin 4x + sin 6:)+c. 
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1820. ts (542) . 1821. In(1--sin r)+cC. 
cos? | 1 


1824. 2V/cosa ( . de —1)+c. 


; ind 
_ 1825. Bat z+C. 1826. sin 2 — + C. 


C 


1 : 

1827. gr tgrtztC. 1828. C—cosz+— cos x — + cos5z. 
1829. + ze sin 2r + _. sin4r+C. 1830. gz+in|cosz[+C. 
1831. C—ctgz—— ctgs 2 cg. 


1832. + sin 2 _ + 2 cos 2r4+C. 1833. zsinz+cosz+C. 


1834. C— ex (+1). 1835. Se In 3—41)+C. 

zn+i z2 + 4 z 
1836. (ne ne ——)+c. 1837. g arctgz—-+C. 
1838. rx arccos z — V/ 1—712+0C. 


1839. z arctg V z—V/z—+arctg V r+-C. 
1840. 2V/z+1 arcsinr+4 V 1—r+cC. 


2 
1841. x tg x — +-+In [cos x | +C. 


4842. + zsin 254 cos 2: 4 C. 1843. CT lg(r Vo). 


1844. V1+z2arctgr—In(r+V1+7z2)+C. 
1845. 2 (V°z—V 1—zarcsin V/r)+C. 
1846. rin(r®+1)—2r +2arctgr+cC. 
z 1 
1847. LUE arctg x. 
1848. z 2 VIF + ee. 


(z$ +1) In (+7) z 
1850. 2 7. ex (z23— 3x2 + 67 —6)+C. 
r? 
IPS 07 Con In a Er Te t Ina S a —)+c. 
1853. C — 23 cos x + 3x2 sin z + 6x cos rx —6 sin z. 
| L: 1 = de 
1854. Tire sin2r+— x cos 2z 3 sin2r+C. 
1855. z(In°z—2Inr+2)+C. 1856. C—< (ns z+31n2 24610 2+6). 


1857. C——? — (in :+3 In z+2) : 


27V 73 


1858. x (arcsin z)2+ 2 arcsinz-.W1—z2—2r4+cC. 


1862. 


z2+ 41 


g (arctg r)?— x arctg 240 (+z2)+C. 


e*(sinr—cos x) 


5 +C. 1861. = (sin 2z—5 cos 2r) +C. 


eax : 
pr Le sin nxz +a cos nz) +C. 


1863. + (sin Inz—cosinz)+C. 1864. + (cos In +-sin In z)+C. 
e CE V TE + âresi ( ER 
1865*. C 5 Vi-z+ 5 Die zx. | Poser du — VT—= puis ramener 


4— 7°? dr à la forme ol 
V1-= 


1866*. LVEFÉ+S In (&+V a+ C. (Poser Ver. 


1867. 


1868. 
1869. 
1870. 


1871. 


1873. 
1874. 
1876. 
1877. 


1878. 


1879. 


1880. 
1881. 


1882. 


1883. 


1885. 
1886. 


1887. 


z—92 


z+2 
_ [(z®—1) sin z—(r—1)° cos x] ex +C. 
2(Vz+1—-In(4+Vz+1)]+0C. 


ARE (523 Gr? + 8x + 16) +C. 


ex+C. 


Vzr+1—1 
Vz+1+1 


H+c. 


2 Vz—2+V 2arctg 2 +C. 
2(Vz—-In(4+Vz)]+C. 1875. 2arctg Vz+C. 
2(V z—arctg V2)+c. 

2 1 
L (249% —3 (+1 +3lnl1+VrFTI+C. 


21y az+b—mln|Vaz+tb+m|]+c. 


6 3/2 ” . 
PALERME Ÿz+6ÿz+6ln|yz—11+C. 
3Ÿÿ z+3ln|ÿ r—1|+C. 
2Vz—-4Y/z+4ln+yz)+C. 

_ (/35+2%/254+21nl #/25—1|]+C. 


EC _4) Te +1+C. 1 aViEe te 
57 (Se 4) Cd Re 


2 Vi+inz—Iln| in z|+2In| Vi+inr—1|+c. 
0,4 V(1+ cos x)3 (3— 2 cos® x) +C. 


+intgz+C. 1888. C—+ Vas 28 (205 + 23). 
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z2— 4 


8 
a 2 
1889. "+ +4ln|22—4|+C. 


DL 02 2 
1890. Vire, 1891. <- arcsin = —+— Vaz—z2+c. 


az 
HA—Lz2)3 
1892. C—L arcsin— 2. 1893, c— VUE, 
a Iz| 323 
V/1—2z2 ; z 
1894. C— ——— —arcsin x. 1895. C - 
I a? V'z2 + a? + 
V(9—72)$ V'z2—9 
1896. C—————. 1807. + C. 
1898. In —!#©1Ù + C, 1899. © — 7 
DEV a? /r2— 02 
1900. _. (z2— 2) V4—72+ 2 arcsin + G: 
45 2 
1901. 1 Jn 2V15+2V4r2 +1 +C 
4V 5 z V15—2 V&ar2+1 | 
D. _— , 
1902*. arccos = ET : +C. (Faire le changement z=—. } 


1903*. arcsin Vz+ C. _ le changement z=—sin? z.) 
1904*. In en 
ex et poser zeX — 2.) 

1905. 2e VF (V/z—1)+C. 

1906. 3[(2— 7 z°) dr Ÿz+2Ÿ zsin Ÿzl+C. 
1907. x arcsin z EEE + Lin (t—29+C. 


Eee] 


1908. z arctg + 1n (1x2) — _ (arctg z)2+C. 


+C. (Multiplier le numérateur et le dénominateur 


1909. In ete + arctg 2—— (arctg r)°+C. 


Vi+z 


1910. V +24 C. 1911. (+85) C. 


3 


1912. 2e VX C. 1913. e S*+C. 1914. C——+ dA—ex)Z. 
= 6 


1915. +sin #24 C. 1916. CC (2— 3x 35. 


1917. C——+ inf 14373261. 
3 


1918. _ ln (1 + z?)+C. 1919. C—In (3+e-x). 
1920. C — arcsin e-*. 

1921. 2 V1+Ez2+ 3In(z+ V1+z72)+0C. 

1922. V3 —4-31n|3+ V82—411+C. 
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1923. 


1926. 


1927. 


2 sin W/7+C. 1924. arcsin 7 +C. 1925. C—n1—1n xl. 
1 
7 met VAFh+c. 
= EVER + 
1 
RE +, sin-#—1.et Inlarctgz|, si r——1. 1928. C— 


— 2 cotg 2p. 1929. 2r—tgz+cC. 


1930. 


1932. 


1934. 


1936. 


1937. 


1938. 


1940. 
1941. 


1943. 


1944. 


ter. 198. Æ Vip z(5te2+9)+C. 


À (tg 3: + In cos? 8) +C. 1933. EE +e—ins+11+C. 
| 4 V 2HL4r(z—1) 
DD ET H 7er FT 1935. pe + . 


2 VTFZ VAE EC. 
+ (8r—2) Va+z+C. 
++ sin 2 + _ V sinÿz—cosxz+C. 1939. 
C—inf{{—z+V 5—2r+ 7]. 
In (8: —1+V Ix°—61+2)+C. 1942. + aresin = +C. 
C—8V 5+27—z:2—3arcsin es 0 
VE 
in (z2+2r+2)+arctg(r+1)+C. 


amxpnx 


,TC- 


mlna+nin 


. C—V 3—2:—2x7° —4 arcsin Sue. : 


3 2 1 2r —1 
[in (4z —ixz+17)+-carctg Z ]+c. 


.3V22+27+2—4ln(r+1+ Vr+2+2)+cC. 


(x —4)° 
sr te 


2 Var r2+ À In(3z+1+ VIr°+6r+2)+C. 
C—In|2r—3r+1|. 


29 5z +3 3 2 
#5 arctg 7 —— 739 10 (57 + 6z+18)+C. 


in DEEE | + V 4z2+9z+1+0C. 


In 


11 ] æ _ 11 
: re AE In tie a 
. Vü@—2(&—6)—(a—b) arctg — +C. 
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Le VTT 24 C. 1984. C— 
: EVE Va + at / 278 + as aresin 


: zarctgz—+ ln (1+22)+C. fon sin 2 sto0 ic. 


8 4 
. +2 — 2) sin wr + 2wr cos wr] + C. 
1 
e2x (== LS r+ Liz + —)+C. 
. tgr- 0 en In{insinxz|+cC. 
1 
Ha MATE = ]+c 
1 1 TX , 3z 
2+ cos 2r ex 
. Ce SRE. 1966. Mesa ce 


x 


x 
en D. 4 @ 
. 2in(e?+e ?)+C. 1968. e + C. 1969. — "+ C. 


1 —— À —_— 
V2 [310 (+V1+72) ++@-2V1F#]+c. 
1 


Lip 7? i : PE 
z V1 zarcsinzr—+C. 1972. C g (= +cotgz) . 


ex 2 sin 2r + cos 2x 
G(1-2snteet) Le 


- (tgz+in|tgz|)+0C. 1975. In|sinr+cosz|+cC. 


[= to] 


rule (++e)]+c 


: ER 1978. sin z—arctg sin r+C. 


: Vin|te+ 


+-C. 1980. Inz-Ininr—Inz+cC. 


e*° - —1) À 


+C. 1982. C—— e_*? (44 972 + 0). 


z(z°—3) 


2VT—# 


_ 3 arcsin z 
5 ; 


a 
2 + C. 


MACEAEUR JC. 1987. ACL ÉC: 
Ve + C. 1989. LÉ +C. 
1925 in (9254 1)1+C. 

.z+4Vz+1+4 és 

. 2arctgV1+z7+C. 1993. 1n == y te 


: V'z2+2r+1n | z+1+V/r2+2r 1+C. 


5°, Sax + (Il est commode de poser z—sin u.) 
3 


2 az (1+ 8)? 

1996. Væ arctg Te 1997. CE . 

mA ne 
1998. de ue 1999. er -iipn 
2000. nl Vz= +C 2001. eye 7 arcsin | z$. 

LE Ti ” 
3arctgz 

hs Cp = FF ° 
2003. LE VHC. 2004. arcsin ex—V/ 1—2+C. 

, A 


2Ve*—1—-2arctgWer—1+C. 206%. C—+ Ine (1+ +} 


{poser u=1+2) . 2007. arctg 24 +. 


2008. x arccos V +V/z—arctg Vr+cC. 

2009. zin(z+V1+r)—Vi+z2+c. 

2010. À Hz (te z+11)+C. 

Ls+il Le 
Var 


n ‘ — 1). — 4)S 
2013. inf VEFi1+C. 2014. 10 | EE 


2015. | Leon bu El 
z?(z—2)° 
G+2 
1 7 9 
EE sr D D mm = 
2017. z z+in|zl TE In|2r—1| T6 In|2r+11+0C. 
2018. Inl2r—11—61n|2r—3/+51n|2z—5|+C.. 


z—2 
2019. In V0 


2011. LE (tg2z+5) V'igz+c. 2012. In 


RENE ARR D 4 
2016. 3 rie ÿ vin 


+ c. 


2020. Vs" + +575 In + EC. 

2021 2 +ln ARENVMER LC 

2022. hf l+ Er +c 

20%. 4ln|z|—3ln|z—11——+0C. 

2024. 5 Hnle+11+C. 2025. z+— in EE L +C. 
2026. Ce ter Hole 21 


$C 
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puis 


14 1 + 5z + 12 
3 
2029. 3a—2p tinlz—si+c. 
z Q9z2+L 127 +5 
2030. BU ser te 
z+ 2) 1 
2031. ES -— T— ep iole—il+ Élnleti1+c. 
me. —+mVE DES, c 
3 6) 47 
2033 Hz lmlzl+20Infz-3|—-In|z-21+0C. 
1 z 1 1 2 
ms, gifs (tte) este 
a _1*l 
2035. C — = Y : 2036. In VE = GS 
4 (z+1)}° | 2z— 1 
2037. NE er LE V3 arctg ER +C. 
—1| 
2038. 1 Eh, = t = C. 
SM Vairiit TE Free DE at 
2039. In ES + arctg 21 +C 
Z— 
(z+1)2 |z—1] 
2040. 9 Pas UT 
2041. 21 LE —+arctgz+ C. 
1] xê 4 
2042 7 | PERRET TRUE 
1 
2043. +in|z+1|—Zin (z°+ 1) — ET —————— + cC. 
2044. ter test y ]+c 
2045. 22242 1n (#4 2542) —2arctg(z+1)+C. 
2046. In ES arctg + — 4 3V 2 arctg sc 
V z2+2 
2047*. Ste Var, Va arctg - ee (Ajouter 
4V2 2-1: 2+1 4 
retrancher 2r° au dénominateur de l’intégrande.) 
2—z In(z°+2) 1 z 
2048. ais NE Lé arctg V5 +C 
1 1 
2049. sblsl-S In(z+1{)+ — ja ln (a+ 4) — HGrg te. 
2050 13z — 159 53 . 


Ste 619 + de ere + CC. 


= 3 5x3+ 1522+ 18718 
2051 & arcig EH + . 
DS 
2 ibur+9 t dut t ES rte z TC 
É z—1 1 1 
2053. Sp 2 mlstiltzh({t+s)+c. 
= 15251 402$ + 33z , 15 
2054. RÉEL 
1 / 2z2$— 37? ee 
2055 (—- ” Frl)+e 
2056 en ——— arct L _2imetet tt EE + 
AE Er-Er N n 75 & DE 3 
+S+2:+C. 
s 3z2— zx (z—1} 
2057. G=Dein th et 72 +1 ————— Harctgrz+cC. 
5 z—1 12z®— 5x —1 
2058. C—6ln T2) 
- 1 PORT | 
2059. Fer tevs ee 
1 A+z _— 
2060. ni +7 . + + ++ arctgr+C. 
2 ] a+ 1 1 
D 2-5 te 
1 z+i 3(x+1) 18(z+1) 
RE À Lure 2 3 OT +270 ne jte 
3 3 z +1 . Z 
2063. gartg(r Hess rm + 
z 2z +5 1 z 
2064. C— D Turcs ie arcig(s +2). 
2 57z4+103r2+432 57 
2065. me gercter. 
3—7Tz—2r? |z—1] 
206. SOS M Gp te 
2067. (—5 tri Le + LE TA VE) Le. 
z(3— 22) * 8/6 V 3—-z:V2 
10 5) 10 5 
2068. 10 —"" + 
OV We Ve Ve 2Ve. 
2069. 2V/z—3ÿ/2—-8ÿ/2+6ÿz+48 1% 2+31n (147% z)+ 
12 
+ in(ÿz = r4+2)— 7 reg ETS 
1 5 1 ; 1 p 1 
2070. G[ 2 (241) — 2 (c++ (2) 7 (+04 


5 
+1 4081 (41 ]+c. 
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V z+Hi—V/ 1—7 

2071. 10 | 
à | V 1+z+V 17 

2072. (Vz—2)V 1—7—arcsin V r+C. 


2073. 6 var [ RE SEE ++ ]+c. 
[u2—1] 1+ 2u2 Ve 
2074. 10 ——————— 3 arct C, où u— : 
rt VS Oo eue 
L 4 
2075*. + V + C. Multiplier le numérateur et le dénominateur de 
la fraction De y z—1 A in sortir les facteurs du radical. 


2076. L2Vr+ $ Ce HeVrtieVrtseys+c. 


7 
2077. 3[1a Es EE ve 
1+ y 2(1+V2:} 
2078. Lin ($ V/z2+1— 1) in (+ DE+ ÿ z2+1+1]+ , 
V3 2Yz2+1+1 
+- 2 mg 7 te - 
2079. _ VU+z)S— _ V'U+z3S+C. 
4, u2+u+1! 1 Qu +1 | V'x3+1 
2080 FU 3 "tt V3 +cC, ou RENTREE 
4/5 23 4/7 + a 
2081 lin Li ee a L'arctg TE + c. 
4 Vita-z 2 
2082 pr sa 


2084. G6u+21 = —2V 3arct —+C,oùu=ÿ 1 
u— armee V nine TE +C,oùu V'AIEVz 
= 1 [u—11] V3 1+ 2u RS rer 
2085. In Varii + 5 arctg V5 +C, où u— 7 1+ 


3 3/77 2 
2086. CVS + are 2V1+m+z 
TZ 
2 VA+aitz 
IV Vita r° 


om. CV (SET Le) +1 AE) HE) Cd 1H, 
D A 


) +3 
eee FE 1) 51 Fuel RUE 73 = +c, Que 


… $ A— 7? 
_ 4 = + 
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arctg 2 


1 = CP CC AS 7 où u—1+ ÿ7. 
RES 2091. Tooss aus +0 
In[tgr|— a. ——;—+C. 2093. gr sin 2r— 24 C. 

+ (tg2z—cotg :)+21n|tgz|+C. 

(tg° r— 1) EEE 4e. 2096. —— 1C. 
+ cotg + cotg +C. 

5 


À 5 15 
TG z+ D sin 2z ( cos z+T cos” r+ 3 }+c. 


g—— cotgS r+ cotg r+C. 
1 


Le 
T7 tg4 Fes tgz—In|cosr|+cC. 


z— + cotg7 z+ _ cotg z— + cotgs z+cotgr+C. 
cos z 1 


— —— — ]n 
Sainz | 2 


1-tgz 
1—igz + 5 sin x cos r+C. 


1, 295, V2 
1+tgz 2 


Tr 


In 


“(3+)|+6 


IC SZ 9408. mJcsinzl | 
V cos 27 V'i-4sin?z 


_ {z+In]sinz+cosr|]+cC. 


5tg +4 


Farte (21e LL 2111. À arctg ——+c. 


In (24-605 2) +7 arctg (> tg — )+c. 


ES À [cos z—sin z|]+C. 


& 
& 3 2 3 
95? In | tg z+2 H5G:rD 2% | cos z|+C. 
_Cos2r—15 SR Line 
5G+sn2) 5/15 4+sm2 7 


+0. 2117. —arctg (3 tg r)+C. 
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1 
2118. — arct 2tgrzr C: 
75 g(V 2tgz)+ 


2119. —tgz+ arctg(WZtgz)+C. 2120. À arctg LEE + C. 


VS 
2121. ce gootes+ Æ arctg TE )] . 


2122. In MEZTE TES Vies—il VS aretg 281,0 
V'igr+tgr+i 3 V3 


2123. 2 (sin +—cos + )+C pour les x tels que sin ++cos + >0, 


et —2 (sin S—cos + )+C pour les x tels que sin + cos + < 0. 


2124. 2V tgr+c. 2125 *. C— 12 V cotg® z. (Poser u —cotg z.) 


2126. 4Y/1gz+C. 2127. 


= In (V2 tgz+V/1+2 tg2r)+C. 


2128. 2arcsin V'sin z+C. 2129. C—+ tgr(2+tg?z) V 4—cotg° x. 


N'ATE SE 
—— + 2 arctg ACE — — 10 ———— 
er à Eyes 
7 [in (sin z+ cos r— 7 sin 2r)+ arcsin (sin z—cosr)]+C. 
2132. shz+C. 2133. chz+C. 2134. thz+cC. 


2130. 


2131. 


2135. z+C. 21%. sh 2er+ C. 2137. SEE + c. 


2138. z—thr+C. 2139. r—cthr+cC. 
2140. + chz—chr+C. 2141. sh s++ su z+ C. 


2142. z—thz—+thz+C. 2143. + sb82+ + sh z+C. 


214%. In[shz|— cth?z—+cthz+C. 2145. Inlthz|+C. 


n th |+c. 2147. Lth5—+ th L+C. 


gthz 
2148. Tin 1+Vthz 


Ti-Vuel 


2146. 


— arctg Vthr+cC. 


z en 
2149. zthz—Ilnchzr+cC. 2150. Coprs : 
2151 *. D . (on peut poser par exemple PEUR 
M GE z 


2152. À arccos 2— LC. 2153. arcsin +cC. 


zV2 Est 
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c——1 In 


T 


2 1 
+ 

—— 4 

In 1 2 2 | — —_————— +0. 
eV + 

ln] Set VIE ET |, 

V3 z— 1 
z+6+ V/ 6Ur — 157? 


ea 27 —3 


({c—4)V 2—2r—1—Inlz—1+V/32=27—i1|+0C. 


(25) Vars ri+ 


sr 
3 


V3z2—3r+1 V5 (2r—1)|+C: 
SEVRES arcsin DA ]+c. 


3 3 AE PE 
€ — ———— 0 ———_———| 2r—1—2 2— 
2(2r—1—2V 22:51) 2 il VE 


ue __ +2nfz—1/22=17+1|. 
: EVER | VS 4e 


IVÉEERE +10 (z+itV +2 2)+c. 


+ (Br) V1—2r—72+ 2 arcsin DE 
zVz2—2r+5—5n(r—14Vr—2:+5)+cC. 

C—— (3r—19) V3—2:—72+14 arcsin 2 

(22—5z+ 20) V 725 47+5—15In (z2+24+V77+47+5)+C. 
(rate) VERS (HV AE TIC. 
(z22+ 5x4 36) V22—47—7+ 1121n|z—2+V72—47—7|+0c. 
EEE _) VEF&ES+ 


+ In (z+2+ VV 22+47+5)+0C. 


+cC. 


Vr+2r—3 1 
7. LT arccos + 


1 .V2+% 2— I 3 
=! DT RAS mL (z+V/r+1)+0C. 
V'2r2—2r7+1 LC. 


T 


7 V' 22425441 1 ete V2(22+2r+4) 


Vr+x+éti Vi Hi 
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a 1 L 3 ” 1 
8(xz—1)}8 3(r—1)9 40 (x — 1)10 11 {z— 1) . 


ee =. 3/7 Tr ne 
IS+V EC. 2177. IC RTCRT | ç. 


Vs ete (es 1/5) +c. 
ES 


= Vi-r+c. 


DJ 
2 _o re 
AT in Fra 


1 
arcsin r— 


+C. 


x 3 ] 
A1) 6 ” 
2V z+1{in|r+1|—2]+0C. 

(5:42) cos 2r + (5 +iite +) sin 27+(: 
z®chz—2rshr+2chz+cC. 
z arctg(4+V/z)—Vz+1n |r+2V/7+2 |[+C. 


In —— : SLR) 


CAIUES _2ÿ/3+2)+0. 

3eV YA S YA 4 20e 00 24 00 y z—120)+C. 
ex (++ ist Sec. 

2(sinV z—V'zcos _ Ce 


V'z—1(3:+2) 
En Z d arctgV 214 C. 


LE +EVA Inst Vel + C. 
VAS _ VAE Vite, 


in (2+ 7720) — VON VC = 
(Ls-$e) rit ine+V#D+c 


3{In|u|—In MATE u]+C, où u— Vz. 


z— 1 


+. 


nn pu al Vi+z- 1 
VER y VE 
. V'2:+1+1 
1 3 2+ 1 = 
[5% ds F1 —— —V 3arctg V3 |+c, où z—= zx. 
L 1 
C++ — 2201. 5 arctg 87 Hs + ce 


2202. 


2218. 


2226. 


——— —— n 
b= sin 24 


sin (æœ—7zr) 
sin (æ+.r) 


t … b e 
arctg Le +C, où &— arccos —, si a° > b?. 


e a e 
+c, où œarccos—, si a? < b?; 


a° sin & 


de. 
Latin (142 8 In Gr 1) In (a+ 1)+ 


—— + C. 2205. arctg VTC 


de e* [(z*—1) cos r-L(r—1)®sin r|+C. 


ter —3 
VAT 


+ (tes z—cotgir)+2(tg r—cotgr)—6lin|tgær|+cC, 


+C. 


2 
TA Pise 


arctg (tg®r)+C. 2211. In ++ + C. 


arctg ———— +In(l/ 21 te rtigr)+C. 
BL ———_—_— MEET = = l £ g x) + 
DURS 
æz+6+ V'üvr— 19-r° ; ex 
in Vire 
2x V 1He—4aV +2 ln ———__———— 
Vi+e-4y DT mr FE 
1 1+ r° arctg r 
GMT 3 pr" Hs 
____arcigr arctgz x 
is) T4 TA(tr) 
À: At:+1l __arctgz 1 LC. 
rl "Vari 2(1+2)}  4(x-+1) 


1 1 
2— logs l1—#1+ LT ts tn rc 


Lex V/1+ex + ex 


arctg (e*—e-x)1C. 2222. In ————— 
1—ex-|/ 1+ex+ ex 


LC: 


2 9 
z——— arctg ete. 

V3 Vs 

1 ns 1 
CES 2r+ Ts 5g Sin ire z Sin 2x + 10? 0 in 8z +C. 
++ in re) + TENTE -+ C. 

8 : 21 30 pen - 

15) — 4u+2 | 343 en [re 


23* 355 


2 - 
2227. C— 4 arctg (V/2 cotg 2x). 2228. z g+C. 


2229%*. "arcCcos _ ee +cC. ( Diviser le numérateur et le dénominateur 


| 
V2 
z?, puis poser s++=.) 


2230. en T(r—sec r)+C. 


" 


pa 


Chapitre VII 
2231. 2 (V8—1). 2232. —- 2233. —5(7/16—1). 
2 


2234. 72. 2235. L cos po. 2236. 12. 2237. 0,2 (e—1)5. 


b 1 7 
2238. 3ln Dia . 2239. 4% . 2240. EI : 
1 


2A1. 14+-lge. 2242. e— V3. 2243. 


2244. 2. 2245. =. 2246. In <. 2247. 0,21n+ . 
| 8 à EL 2 
In —. 2250. 6: 2251. 2. 


2252. 2. 2253. À. 2254. -T_ 2255. _0.083. 

7 3 D 
2256. 24 Ds OT cote Eire 
2257. 1. 2258. —V/ 2/3. _ 1—2'e. 2260. n1/2—1. 
2261. ÉACE APRES SL. 2262. n5—6n. 

3 - A4418ÿa 

mére me 9 a 
2263. 2. 2264. 1. 2265. mn 
2266. =. 2267. <— TZ. 2268. 6— 2e 

8 , 7-5-3-4 — na. À 10-8-6-4.2 256 

2265. a) 45 ? b) 8.6.4.2 7 © 0,429; c) 11.9-7.5.3 693 ‘ 
2270. Jm, n =" a. 


Si n'est pair on a 


J | (n— 1) (nr —3). 
PR (m+n)(m+n—2).. TT: 
si m est impair 
J (m—1) (m—3). 
mn 


—(mEn)(mtn—2. ST ET 
si m est pair et n pair 
(n—1)(n—3)...3-1-(m—1)(m—3)...3.1 x 


RS animer Jimi 42 — 2 
356 


2271. inf t (he 


(n— 


11, 5x n pq! 
2272. Bt &: 2274 e 


résultat de l'exercice 2270. 


ETES 


got) |. 


DT Poser z—sin?z et utiliser le 


= EL 4 32 
2273. 7+21In 2. 2270. 2e 22717. En 
—; _ 
2278. D 21n2. 2279. In VITE. 2280. 84 2 V3 
3 1+V2 2 


2281*. ne Poser 


16 


z—2z, puis transformer l'intégrale 


donnée en 


2 | sin6z ds. 2282*. ——. Poser r2=—- 
x = 2 2+V 3 - 8 
ne D — Ma Mt _—— 
2283. —;. 2284. Æ 7s ti EVE 2285. ——. 
= A 1 1V3 3 
2286. V3-— 2281. 5 (r+ ]- 2288. 46 * 
2289. - 2290. Vitin (2—7V3). 2291. —. 
V3 es 1 
2292. ZX 2293 ES 2294. arctg F5 
. V6, x? . 20 1 6 
2295. HE ZS 2296. Tg'* 2297 21n-# 0,365. 
2 1 à 2 L 
2298. ro 2299. 2+In ET: 2300. Pour a=—e. 
1 8 4 
2301. Fin. 2302. 25 


2 
81n 3—151n 2+ À. 2304. 


_ 


155 (547 V 53). 


2305. . 2306. a2[V/2—1n (V 2+1)]. 
2307. V3—+In(2+1/3). 2308. = 2309. 4— 7. 


Led = 9 
2310. In 2VT, 231. M1, 2392 2 arcig 1 
9 4 2 V5 V5 
EL 6 1 A 
243. + V —. 2314. Br + 24. 
167 z 19 6) a 
2315. ———2V 3. 2316. A Ve 2H7. x ln|— 


2319. x — 2. 2320. x — In 4. 2322*. Utiliser la relation 4 — z° > 4 — 
— 2° — 28 >> 4 — 2r° qui est valable pour 0 < r < 1. 


2323*. Appliquer les inégalités 


Vlr <Vi-rr< 1, 


2324. 1,098 << 7 < 1,110. 


où —1<z<tietn 
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2325*. Pour la minoration utiliser l'inégalité 1 + 21 << (1 + z°}° et 
pour la majoration l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski. 
2326. Maximum 7 (1) = 1,66, minimum 7 (—1/2) = —0,11. 


2327. Minimum pour x — { (y — —17/12), points d'inflexion (2, —4/3) 
et (4/3, —112/81). 
2332*. a) Faire le changement de variable t — —r, partager l'intervalle 


[—a, —zx] en deux intervalles: [—a, a] et [a, —r] et se souvenir que l'inté- 
grale d'une fonction impaire est nulle sur l'intervalle [—a, a]. b) Non si a 0; 
oui si a = (0. 

2333*. Poser t — 1/:. 2338. Chaque intervalle est égal à 2/4. 

2339*. Poser x — nn — =. L'intégrale est égale à x*/4. 

2340*. Partager l'intervalle d'intégration [a, a + T7} en trois intervalles: 
[a, O0], [0, 7] et [T, a + T}, puis utiliser la proprièté f (rx) = f(x + T) pour 
prouver que 


a a+T 


ICE | { (x) ds. 
0 T 


® 


2341*. L'égalité à démontrer équivaut à l'égalité 
x+T 
| f (z) 20. 


x 
Vérifier que l'intégrale du premier membre ne dépend pas de z, puis poser 
EL 2.4.6 ...2n 
2e CT Lise Un 
2343. On ne peut faire le changement z = tg r/2 étant donné que la fonc- 
tion tg x/2 est discontinue pour x = x. 
2344*. Pour évaluer 7, utiliser le fait que /, décroit lorsque n croît. 


2345*. Faire le changement de variable : — = ÿ L et se servir de la pro- 


priété de l'intégrale d'une fonction paire. 
2346*. Faire le changement de variable : — k«w°z*, puis appliquer la règle 
de L'Hôpital. 
2347. D'après la règle des rectangles x = 2,904 par défaut et x = 3,305 
pue excès. D’après la formule des trapèzes x Æ 3,104. D'après la formule de 
impson x = 3,127. 
2348. D'après la règle des rectangles x = 3,04 par défaut et x = 3,24 
pee excès. D'après la formule des trapèzes x Æ 3,140. D'après la formule de 
impson x = 3,1416 (toutes les décimales sont vraics). 


2349. In 10 = 2,31, M = _—. Z 0,433. 2350. Z 0,837. 2351. = 1,09. 


2352. =2,59. 2353. 20,950. 2354. 21,53. 2355. Z0,985. 2356. =0,951. 
2357. 239 m° (d’après la formule de Simpson). 2358. Æ5,7 m° (d'après la 
formule de Simpson). 2359. Æ+1950 mm’. 2360. 210,9. 2361. =36.2. 
2362. =98.2. 2363. =9,2. 2364. =569 mm°. 2365. +138 mm. 2366. 1/3. 
2367. Diverge. 2368. 1/a. 2369. Diverge. 2370. x. 2371. Diverge. 2372. 1 — In 2. 


4 
2373. LL. 237%. ©. 2375. In VERT, 2376. 1/2. 2377. 1/2 


2 . É 


Es 


2378. Diverge. 2379. 


tn 


. 2380. 1/2. 2381. 


2382. ++ in 2. 2383. TEE 2384. TL. 2385. +++. 2386. Converge. 


a : é è 
PR S1 a>0, diverge Si se 


2387. Diverge. 2388. Converge. 2389. Diverge. 2390. Converge. 2391. Diverge. 
2392. Diverge. 2393. Converge. 2394. 7/2. 2395. Diverge. 2396. 8/3. 


Cu 9 


2397. —1/4. 2398. 1. 2399. Diverge. 2400. 2. 2401. x. 


2402. (ab). 2408. PE. 2404. —T—, 2405. TL. 
2 2 3V 3 V3 
4 10 9 
2406. 14—. 2407. —. (2408. Diverge. 2409. 6—— In 3. 
2410. —2/e. 2411. Diverge. 2412. Converge. 2413. Diverge. 


2414. Converge. 2415. Converge. 2416. Diverge. 2417. Converge. 


2418. Non. 2419. Converge pour k << —1 et diverge pour k > —1. 
2420. 1) Converge pour k > 1 et diverge pour k < 1; 
1 | 
2) TL = pour k> 1; diverge pour k<1. 
) ED) An 2 P ge po < 


2421. Converge pour # < 1, diverge pour k > 1. 

2422. Diverge quel que soit #. 

2423. Converge si l’on a simultanément k > —1 et 1 > k + 1. 
2424. Converge pour m< 3. diverge pour m > 3. 

2425. Converge pour k < 1, diverge pour k& > 1. 

2426. x. 2427*. 5x/3. Poser x — cos @, puis intégrer par parties. 


3+213 3 1:3-5...(2n—3) on 
2428. — a—- In 2. 2429. 246... (n—2) TR * 
2430. n!. 2431. n1/2. 2432. (—1}nn1. 
(m—1) (m—3) ...3-1 +. 
m(m—2)...42 2° 
(m—1)(m—3) ...4.2 
m(m—2) ...3"1 


On (2n—2) ... 4.2 


2433*. à) 


b) . Poser x —sin q. 


SR — sin? ©. 
2434 *. Gi 0.31" Poser z—sin* q 
- A—@ 
2435. ra (Z=1 pour a— x). 


2436*. Pour démontrer l'égalité des intégrales poser dans l’une d'elles 
x = 1Â/:, puis calculer leur somme en se servant de l'identité 


RÉ 
1x. 2 1+r+:12 1+22—21/2 | 


2437 *. Mettre l'intégrale sous forme d’une somme de deux intégrales 
1 œ 


— | + | * poser dans la seconde intégrale x — 1/y. 
Û 


2438. O. ‘9. La =. 2440. V/x. 2441*. V/n/4. Intégrer par parlies. 


1-3-5 ... (2n—1) V/r a 
DA. 5 —° 28. —-. 


2444. x/2, si a > 0; 0, si a = 0; —n/2, si a < 0. 
2445. n/2, si a > b; x/4, si a = b; 0, si a < b. 
2446*. x/2. Intégrer par parties. 


2447*. x/4. Mettre le numérateur sous forme d'une différence de sinus 
d’arcs multiples. 
2448*. 1/4. Appliquer les méthodes de résolution des exercices 2446 et 
2447. 
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2449 *. En posant y—=——z on ramène œ(r) à la forme œ(x)= 


to 4 


— | Insinzdz. En vertu de la formule sin :=2 sin z/2 cos =/2 on décom- 
a 
D 


pose l'intégrale en trois: l’une d'elles se calcule immédiatement, les deux 
autres se ramènent par un changement de variable à des intégrales du type 


initial; (+) =+In 2: 


2450. —-LIn2. 2451. — = ]n2. 2452*, LIn2. Inté 
5 n 2. RTE n 2. - 5 1n2. Intégrer par parties. 


2453*. _. In 2. Ramener cet exercice au précédent par un changement de 


variable. 
2454. — + In 2. 


Chapitre VIII 
2455. 6, 2456. . 2457, 16 2, 2458. À. 2459. LV. 
2460. 2. 2461 
2462. + (4149 et À (8x3). 
2464. TE ab In Hs [gb—aln(e+V/e2—1)], où e est l'excentricité. 
2465. a2 [+ = vi VE in (V3+V2 |; « = — Et In (V3+V2 | 
et ae [ À V2 a V3+V21. 


2466. Si=S3= 1— V2 In 3— 2 arcsin + & 0,46; S2=2(R—84). 
{ 1 


LA 
2 RE a mer Log e 
2467. 5 3: 2468. LS : 2469. 15 
9Z m—n ; m—n Ê 
2470. rs 5 À rar , Si m et n sont pairs; ET si m 
: L m—n 
et n sont impairs; Er , Sim ct nr sont de parité différente. 2471. a) — 2 : 
b) LES 2472. 1 (la figure cst composée de deux parties d’aires égales). 
8 3 4 
2473. 45 . 2474. Fi 2475. ES 
ra? 2 .7= 2 .7= 
2476. nm 2477. 8 (V/1+2V3-arct V 1+2+V3) ; 


2A78. et. 2479. 4. 2480. D (4). 2481. 2. 


2482. a) b(lnb—1)—a(lna—1); b) b—a. 2483. 3—e. 


‘ Q_ Le 29 » 3 
2uga. MP PIN 2 | pygs, 2 V/3. 2486. 1m V3, 
16 3 2 
2487. LV 5. 2488. V/3—1. 2489. À. 2490. 3no°. 
3 
8 


7a2. 2492. Gra:=. 


2 
ai PHONE 2) LR (a 1) (n— 2). 
76a°x3 


2494. 1) BR yz, D) +. 2495. 4. je 


n 
—_ 


2493. 1) 


(roses à deux branches). 2497. Te - 


ra? 
3 
2498. 18n0?. 2499. (4x). 2500. T5 7/3. 


2501. 51 12 . 2502. a. 2505*. Fovs. Pour construire cette 


courbe il importe d'étudier les variations de œ de 0 à 3x. 2506. _. : 


2507. a. 2508. «° (1455). 


2509. + (a2+0%). 2510. a2. 2511. x V/2. 2512. x. 
2513. 2. 2514. 3na. 2515. 4x. 2516*. 1) V/r/2; 2) Va. Se servir de 


l'égalité | esta LE (intégrale de Poisson). 2517. a . 2518. 2 
0 
de D 00 Var sa Pinr+VP+p! 
et 24+--. 2549. a sh—. 2520. 2 V+pi+ ln . 
1:38 
2521. 1+-In-. 
1 eb— e-b 8 76 
2522. In 3——. 2523. ar 2524. s (3 +1). 
2525. 4. 2526. 4a 1/3. 2527. 54210 tg = 5 +2 In (V2+ 1). 


Se LR 
2528. + in 3. 2529 


n : 
2530. 8. 2531. Pour t=-% ; [e=e( VS), y=+ |. 
3 


3 
2532. Pour =, (== s R, y=+). 
2533 *. 4 SH. Poser z=acostt, t, y—bsint. 
TE In +13) |. 2535. eme. 2536. LR. 


2534. Sa [ 14 
2537. n3/3. 2538. 4 V/ 3. 2541. 2 (et —1). 
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2543. aa V1+ 4 + Sin (2rn+V1F 47). 
_. 3 5 ed 
25453. In D 143 . 2546. 8a. de D 


9 1 
2N +1 2 , où est un entier. 


2549. k doit être de la forme Nu UT 
PA iv — 


2550. 4. 2551. In. 2554 *. Montrer que la longueur de l’ellipse peut 


T 
4 


s’écrire L —4 | (V/a° cos? t + b? sin? t+ Va? sin? b?cos2t) dt, et majorer 


0 
cette intégrale. 


2555. 21. 2556. 1) Let 2) + na. 


2557. À nha. 2558. Th (34h). 2559. + (62 —1). 
9= ELE e2b—e-2b _ e2a—e- 2a 9) _ Î: ST , 
2560. | +2 (ba) |. 2561. À. 
2562. + (15—161n2). 2563. n(—2). 2564. =. 

3 = _ 
2565. 2n2. 2566. T2 à éseiass 

9 
2567. 1) . 2 _ . 2568. 57°as. 
32 16765 

= 3 32 3 
2569. ra EE +). 2570. nat. 2571. EE. 


2572. À. 2573. =. 2574*. 1); 2) a +. Voir indication de 


l'exercice 2516. 2375 *. yen Voir indication de l'exercice 2516. 
2576 *. x°. Se servir de l'égalité | _— de = (intégrale de Dirichlet). 
0 
2577 *. 2n°a$. Il est plus commode de peer à la forme paramétrique 
2a sin t 2 
= 2 ns  ., Ad 
moyennant le changement x—2asin°t, y nr 2578. ge 1%. 
xe 
2579 *. + abe. Appliquer la formule v=| S (zx) dz, où S (zx) est l'aire 
x1 


de la section transversale. 2580. 1) ra V 2; 2) 367. 
2581. un 1/2 (2 vê-+) en V2(2V6+—). 
2582. vi=v3—4n(V 6+V3—4), vo—=81(4— 73). 
2583. SAC . 2584. 8x. 


2585 *. _ 2H = 400 cmâ. Prendre l'axe de symétrie de la base pour 


axe des abscisses. 2586. _ ahH = 128 cms. 
9 


9 
2587. 7 abH — 133 cm. 2588 *. 7 nR?11. L'aire du segment parabo- 


L : 
lique symétrique est égale à ch, où a est la base du segment et h la 
flèche. 


2589 *. 


R° R°1 ( 4 


4 M | 
G (a+) ct G n——) . (Voir indication de l'exer- 


cice 2588). 2590. + a. 2591. Lars. 2592. RS. 


A d > 
2593. — R2H. 2594. À na? 2595. À (V Hans —1). 


Ta” 


Z 
9 
2597. 2nb2-+ -212b 


2596. 


(e2—e-2+4). 


: 7b° 1+e s L 
arcsine ct 20? + — In HS , où & est l'excentri- 


cité de l’ellipse. 2598. 2x{[V/ 2+1n(1+V 2)]. 2599. x [V3-V5+ 


2601. na? V2 (2—+) . 2602. V2 a _0) 


5 
12 : 4 __ x 
2603. — na. 2604. ne? (x —). 2605. = ne?. 


2606. 4n2r2. 2607. 271a2 (2—71/ 2). 
2608. x [V2+In(1+ V2]. 2609. 4e. 2610. LE. 


2 


3 3 21/2 
2611. — - ete. 2613. Le centre de gravité est situé sur l’axe 


6 *” 6 


9 
de symétrie du segment à une distance F- h de la base. 


3 3 3 3 
: E— =—— 0: 9 E — = — 
2614. Pour Sy: E— 4 + b; pour S:: E D 1=7Z b 
:: OT =. __ är 
2619. E—0, n— = 2616. E—0, n— 37° 
2617. Le centre de gravité est situé sur la bissectrice de l’angle au centre 
sin _ 
qui intercepte l’arc, à une distance ee du centre. 
-_ «a __a -__ 4a __ 4b 
2618. ST >» ms 2619. CET =5 ; 1x 


b? ab °. « < ? À æ . # + 0] 
2620. + arcsin e, où æ est l’excentricité de l’ellipse. 
: - À T F 4 
2621. S— 9. : ar 2622. or Lo 
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V3 3 . 5 
2623. S+i<- . 2624. 30 * 2625. Lg % n = 0. 


”_ | : : _ 4 
2626. E=0, NT ZT) . 2628. E= a, = a. 
5 2 2 
2629. E= 7a, Sp 2630. &=— a, LT 
__ 256a ___ 256a 6a (4— 1°) - 2a (x° —6) 
On: nl Don nnner munS | nue mu 


2634. Le centre de gravité est situé sur l’axe de symétrie du secteur à 


rsin a 


2 
une distance — = du centre du cercle. 


2635. = 0, n=0. 2636. V2 n = 0. 


8 
a Jette a e-T— 2" 
ee a ne 
et —e A —e° 
2639. E— a, na. 2640. LR. d 


2641. Le centre de gravité est situé sur l’axe de symétrie à une distance 
R/2 du centre. 


H _AVRER Ho ogg À 

3" 3(R+V RFA?) 4 3 
3 2 

2644. + (a? ab +62). 2645. -TR < 


e e 3 e 


2647. I 05; Iy= 1608 (re) | 

2648. + 2649. np ;2 À :3 Le 2650. ——- 

2651. 7 2652. À abs et bas. 2653. L xRUH. 

2654. ARE. 2655. RS. 2656. À ab, où 2a est la longueur 
de l’axe de rotation. 2657. Le 

2658. E.. 2659. 1) Les EE? ; 2) 1,=4n(3—e). 


2660. MR°, où M est la masse de la surface latérale du cylindre. 


) 
2661. L MR2. 2662.  MRE. 2663. À na. 2664. Gnab?. 


” = 
2665. Volume : iÆ n°a$, surface : —6 J/ 2 ra°. 
2666. Volume: 12n%a, surface: 327°a*. 


2667. L'axe de rotation doit être perpendiculaire à la diagonale du carré; 
l'axe de rotation doit être perpendiculaire à la médiane. 
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2668. = 23,7 m. 2669. r—7,—+sin (+ ini +4) —sin ( ST 


kmM a+ kmM ri de 
2 es me ————…—…— à 
2670. ut * à M, ] n To (F1 1) 
9 3 
2671. ts 2672. kmMa _ kmM at p 
nr V (R2+ a2} a= 


droites joignant le point C au centre de l'anneau et à un point quelconque 


+) - 


, où œ est l'angle des 


, . mm 

de l’anneau ;: R 
9 
2673, 2EnM (4 — ). 2674. 2xkmo. 
R® V a + R? 
h \ 
2675 *. 21kmyh (4 ————__—— — 21nkmyh (1 — cos a), où & est l'angle 
- vh ( ) 8 

de la génératrice et-l’axe du cône. Utiliser la solution de l'exercice 2673. 

2676. 2kmy. 2678 *. En In . Calculer d'abord la force d'interaction 


de l’élément ds de la ee tige sur la seconde (utiliser le résultat de 
l’exercice 2670), puis calculer toute la force d'interaction. 


2 M3 
2679. ee … 2680. un É (R2L2Rr+ 3r°). 


2681. &1,63-1011 kgm. nl 353 250 kgm. 
27/2 LES E- 
2683. es : Er . Dans les exercices 2683-2686 on obtient le tra- 
vail en kgm si la distance cst exprimée en m et le poids spécifique en kgf/m. 


4 2H2 
2684. 2 z 101,8 kgm. 2685. LA 26 800 kgm. 


4 342 
2686. - d ab H2=—240 kgm. 2687. > = z 0,418 kgm & 4,2 J. 


2688. EE D 1. 16 kgm. 2689. Ces 0,05 kgm. 
4 9 
2690. OT À 0015 kem. 2691. SEPT. 


MR?rnn®  MR?(3x—8) rn° 
209 — 350 360 


3 D 
2693. is. 2694, LV? 


« 2695. 22,2 m. 


9 
2696. -=- da2b. 2697. abd (ñ+—-sin a.) 


3 
2699. a) ES = 32 kgm; b) sa d)—2 kgm. 


2700. HR 2701. =0,206 cm:. 
2702. a) =33,2 s; b) +64,6 5. 


9) 
2703. 51 h 6 mn 53s. 2704. PLV 2 


(2 V2—1 
Ve 2 V 2-1). 
£ + ONT HVX 7 
2705. << 1H +0) — H°?]; pour {—0: << h? — 


2V ?r 
CRE 


SV h, où S est l'aire de la fente. 
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2706. a) =2,4 8; b) =6,3 s; c) 53 s; d) pour { —+ o. 
2707. 3,4 kgm. 2708. 1) a) 7,16 kgm, b) =16,6 kgm,; c) =23,8 kgm; 
2) lorsque le gaz se dilate indéfiniment, Ice travail tend vers l'infini. 
2709. 1600 kgm. 2710. =82 mn. 2711. Un peu plus de 5°. 
o 
2aT£o / 
2713. a) 4-10-8 J;: b) 6-10-6 J. 2714. 5 cm. 
2715. =946 coulombs. 2716. 1092 coulombs. 2717. 5110 coulombs. 


2718. is . La tension efficace du courant alternatif est Æ : 
[nn 
2719. £o70 T cos Po. 2720. 7 mn. 2721. 2.915 1]. 
Ina—Inc 
D — Put Ps 9 0’ 
2722. a) H, ren ee Z 15 cm. b) 20,125 ‘0 - 
1 : 
— te toit 9794. 9 
2723. 10 de la quantité initiale. 2724. =2.49 g. 
2725. ” g. 2726. =31.3 mn. 


9 


Chapitre IX , 
2121: Sn = 17 , S —1. Représenter chaque terme de la série par 


une somme de deux termes. 


2728. Sn=+ (1-5), S——. 


2 On +1 2, 
2729. S,= (1! s=21 
° = | ser): ie 
1 1 , 1 i 1 1 _ 11 
230. Sn (14 ET NES }s=+. 
1 1 1 Â 1 1 23 
PA. SG (ET ES ms) 0 
1 { { Î 
28. Serena JS 


1 
2738. Sn te, S— 


197? 
1 
2734. Re God: S == 1. 


- i 1 j 
2735. nr 7] , S=—. 


n EL 
2736. S Me ee Z 

2737. Converge. 2738. Converge. 2739. Diverge. 
2740. Converge. 2741. Diverge. 2742. Diverge. 
2743. Converge. 2744. Diverge. 2745. Diverge. 
2746. Converge. 2747. Converge. 2748. Diverge. 
2749. Converge. 2750. Diverge. 2751. Converge. 
2752. Converge. 2753. Diverge. 2767. Converge. ’ 
2768. Diverge. 2769. Converge. 2770. Converge. 
2771. Converge. 2772. Diverge. 2773. Diverge. 
2774. Converge. 2775. Diverge. 2776. Diverge. 
2777. Diverge. 2778. Converge. 2779. Converge. 
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2780. Diverge. 2781. Converge. 2782. Diverge. 
2783. Converge. 2784*. Diverge. Utiliser la formule 


. REA  . Rk 
sin D) &Sin - « 
sin «+ sin 2a+ ...—+ sin ka— = — 
Sin —— 


ou l'inégalité sin x > L 2, si 0<zr< _ 


2790. Converge, mais pas absolument. 2791. Converge absolument. 
2792. Converge, mais pas absolument. 2793. Converge absolument. 
2794. Converge absolument. 2795. Diverge. 

2796. Converge, mais pas absolument. 2797. Converge absolument. 
2798. Converge, mais pas absolument. 2799. Diverge. 


2802. —1 < rx < 1. 2803. L< r<e. 2804. —1 L 7 < 1. 


2805. —1 < r <L 1. 2806. < _. 2807. r < —1 et x > 1. 
2808. —1 € r< 1. 2809 —1<r<i 
2810. r = +1. 2811. Pour tout 7x. 
2812. —2 < r € 2. 2813. Pour tout x. 
2814. x > 0. 2815. x > 0. 2816. x > 0. 2822. 11 termes. 
2823*. Utiliser l'inégalité In (1 + «) < «@. 
e CT EE DO OOUTRN 44 ho. 
2825. (=: (5) (5) = or: (= 0049; 
Don 108. 


2827. Tin nd — À arctgz. 2828. — arctg + ln LÉ 


1—727 2 2 1— x 


2829. (r+ 1)In(r-+ 1) —r. 2830... 2831. 0.2. 
3 — : x z z sin z 
2832*. 1n ce Utiliser la relation COS — COS are cos En nuerRut 


. Lu 
| n° 


 n? 6 


ira 
VE [ina+Va++ |. 


3 
2833. - Utiliser la formule 


2834. 1) + (1024 7s):2 
2835. In 2. 2836. 2=V?. 


) 
— 


2837. Cette série ne peut être dérivée terme à terme dans aucun intervalle. 
En effet le terme général de la série des dérivées est de la forme nr cos (2x). 
Tout intervalle (œ, B) aussi petit qu'il soit contient des nombres de la forme 


FN" où k est un.entier et N un entier positif suffisamment grand. Or pour 
k # e Ld e Ld e e. e 

FT oN la série des dérivées diverge puisque pour tous les n > # ses termes 

deviennent égaux à 1. 


2838. | 


Az À G—zÿ 


2841. en EL + pe nn .. 


n (z—n)" 
n 
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2846. 


2847. 


° RE TNT E V8! EH +(—1)" ji 


2 — 113 
| + [cet + + EE Es. 


2! 22 3! 


1-3... (2n—5) (z—1)7 


n | 


+ (— 17 Si 


jn—1 


2 net 3 
. 3 gg ++ (—1) an | … 


+ 


LUE Ps er CEE 


n—2)1 


— sin & SAP M M ….+(— 417 
LT 


2 n 
aa : + Visio + 


n | 


Ari Fu An-1 ant) 
Tnt 


(2r— 1)! 
z = 


Tarte Home 


| à (2r)4 . -172n 
Là ++ (1) EE …. |: 


z2(n-1) 


A 


__ 2x8 4zS 2nr2n+i 
arts tn 


. ln 04] + (— pm x + …. |. 


+1 


+. ha sp + _ 


.. (2n—2) 2n 


4 +15 D: + . .+(— 174 LE — (2n —3) r° 


ne 


2922. 


24—01227 


. 1) —7!, 2) 


. 1/6. 2872. 1/4. 2873. 1. 

. 1/2. 2875. 2/3. 2876. 1/3. 2877. 1/60. 

. —1/10 << z < 1/10. 2879. —1 < 7 <1. 

. —10 Sz< 10. 2881. x — 0. 2882. —1/ 2/2 < 7 < V 2/2. 


. —00 L'r << oo. 2884. —1/3 << r L' 1/3. 2885. —1 L rz <L 1. 
. —1/e Lx € Île. 2887. x — 0. 2888 


x? 
° Clos + 


a est (0e 


+ (24. 


4 1.4 nus dé... (3n—2) 
4 [++ + (—1) à + |. 


3n.n! 
2 1 1-3 1-3... (2n—1) , 
24 [+ 4 dt ST amet. |. 
1+22z+ ...—Hnimmit ..., S—12. 
405 10! 


8 
"46 , 3) ZT et 4) ER 


. —1<r<i. 
1 4 4 zx 4-3 2 

Te dore 2890. ES dog ss — ss 

1.3 ...(2n—3) z2n-1 

a DE EL .….(—1<z<1). 

æz2n+1i 


TS 
De … Pond ve (—1<z<i1). 


ri z2n 


zx + 2.3 + .…. Tam (—1<Lz<i1). 


n 
nz2nti 


z$ Dr 1 
| (++ etant ….) (—o<r<o), +. 


. 1.39. erreur 0,01. 2895. 0,3090, erreur 0,0001. 
. 2,154, erreur 0,001. 


1,389. 2898. 1,649. 2899. 0,3679. 


. 0,7788. 2901. 0.0175. 2902. 1,000. 2903. 0,17365. 
. 0,9848. 2905. 3,107. 2906. 4,121. 2907. 7,937. 

. 1.005. 2909. 3,017. 2910. 5,053. 2911. 2,001. 

. 1,0986. 2913. 0,434294. 2914. 0,6990. 


Re 1 , À 1 ae 
. 12h +24 … + |: RE 
: 2 m4 stp [a+ +++ . ++] a+ … 


CE z , 5 
. + ... 2918. CLS ... 2919. z—2z+2ri+ 
Ciz— cs + + (—1)7+1 PER: 
3.31 (2n—1) (22— 1)! LE 


(— 00  z << œ). 
. 
441 
rm (—o <rz<0 et 0<r< 00). 
2 n 
CHln{sl+e+ + ee ++ de 
(— 00 Lz<0 et 0OLrz< oo). 


369 


(— 00 <z<0 et 0Lzr<oo). 
z 2 . æèn-1 
2924 25 top + (—1) +1 Ten À . 
Fe _ . +(— 00 Lz< oo). 
2925. Bt — + (—1)7* 1 1x tr... (—1<z<1). 
2 1.3 7° 
2926. 24. + 1. +. 
1.3 ... (2n—3) zrin-3 
nr (—1<z<iA1). 
14 rt 1 x! j 
PÉNV24 da 
1-3... (2n—5) 2n-2 
(ie SSL (—1<z< 1) 
_ 710 19 29n-8 
28. 2H + + …. TGS (—1<Lz<1). 
1 23 3 zx’ 
9 grep 
3-7 ... (4n—5) zin-i 
(pet ES rte (12 < 1). 


2930. 0,3230, erreur 0,0001. 2931. 0,24488, erreur 0,00001. 
2932. 0,4971, erreur 0,0001. 2933. 3,518, erreur 0,001. 

2934. 0,012, erreur 0,001. 2935. 32,831. 2936. 0,487. 
2937. 0,006. 2938. 0,494. 2940. 3,141592654. 


2941 PARCS CE 25+ EE — 2n-1 + 
1-3 1-3-5 T435 ... (1) ” os 


2942*. 1 le ... Mettre z* sous la forme 


1%, développer en série suivant les puissances de z In z et intégrer les ex- 
pressions de la forme x? In” x. 
2943. 0,6449. 2944. 0,511. 2945. 1,015. 


Î 
2946*. 3,71. La formule S — 4 LE V1 — 24 dx est peu commode pour 


calculer l'aire car la série converge lentement pour x — 1. Il importe de 
calculer l'aire du secteur limité par la courbe, l'axe des ordonnées et 
la bissectrice du premier angle de coordonnées. On obtient une série qui 
converge plus rapidement. 

2947. 0,2505. 2948. 3,821. 2949. 0.119. 29350. 1,225. 

2951. (0.347; 2,996). 2952. (1,71; 0,94). 


Chapitre X 
2953. z — + (y — p). . 
2954. S=Vatutatty-Du-vTIUrs- a. 


370 | 


3 
& 


8 à © 


CLLLIÉBSBSSA 


2325828988 
SSs6S000Sn—— 
| 


EETERITEEE 


t= a 
p) t= 


RELEBPISS 


ER 


= et et 
NTI o>oe 


9 
16 


2. 


2. 
=? 


* 2) 1: 3) 16; 


2957. 1) 


—|s 
(S 

FER, 

ls 

mr” 

8- 

er, 

Ÿ = 

& | 

| & 
— 

rm, | 
—” 

PE 

ns” 

2 

nn, 

= 

——” 

G- 


une fonction 


est 


on 
= 
[= à 
À 
GS 
ss u 
PR, 
N n <& 
el En 
se © 
Séa—A 
bd © 
+ n° — D 
ae 
CN - ie » 
30 02H 
ABSS à 
do Su ro 
D ES y 
ee] OT H 
So l « 
LPS 
SEXSSS 
Je 3 
EM, 
EST TeS 
528.4 
VD 4 
Sa S+A 
© œ 
om TT : fn 
HR 
d 05 k % 
& © RS 6 
‘0 © || — = 
CE + 
539ÈQ ! + 
© à h © 
a =» | Se 
geo ls 
où = ie ti 
e e  LRT 
[sp] D en 
TTTE 
Oo NO E 
NNNNN ES 
ES 
fs. 
be 
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24° 


2968. 2 = (2 + y)°V + (ay)ex. 
2 2 
2969. u = (a+ ge 29 — EURE fes + pe + 2 4 8 Ce à y + 


+ z)*]; uw est une fonction rationnelle entière en Ë et n, x, y et z, mais pas en 
© et ®. 


2970. 2= (2) +u; us; y=zy. 


2971. x = const est une parabole, y = const une parabole, z = const 0 

une hyperbole et : — 0 un couple de droites. 
972. x = const et y = const sont des droites, z — const -£ 0 une hyper- 

bole, : — O0 un couple de droites. 

2973. x = const est une parabole, y — const une parabole cubique, z — 
= const = 0 une courbe du troisième degré, : — 0 une parabole semi-cubique. 

2974. z — const > 0 est une ellipse, x — const et y — const des courbes 
du troisième degré (pour z = 0 et y — 0 des paraboles semi-cubiques). 


2975. 0 € y € 2: A<y-Tri< 0. 


2976. 2 <y < V7. 

2977. 0<y< zx V3; y (a — x) V3. 

2978. (x — a)? + (y — bb} L R?; —o0 € 2: << 00. 
2979. (x — a} +(y— bd} + (s— c) < RAI. 

2980. x° + y° < 4R?. 

2981. v = — 2y (2R + V'4R3—z:2—y?); la fonction n'est pas univoque. 


Domaine de définition de la fonction r° + y° < 4R°; z > 0, y > 0. 
2982. Pour 0<zr<i, 0O<yL1Â1 S = zxy; 


D 
© 
F 
A 
h à 
AY 
ww 
D Nm 
ta 
I 
he 
| 
h 
| 
« 
+ 
n 


1. 
0 
1 
2 
1 
2 


IN AA 


pour 2< zx, 
pour 2< 7, 
z y? o 

2983. PORTE < 1. 2984. y" > 4x — 6. 

2985. Le plan tout entier sauf les points de la circonférence x? + y? = R*°. 

2986. L'angle des bissectrices des angles de coordonnées qui contient 
d'axe Or: ty >0, r—y>O (les bissectrices comprises). 

2987. Même région que dans l'exercice précédent mais sans les frontières. 

2988. 1 —z <L<y<Li+z (2>0), 1+rz<Ly<L1—r (x <LO). La 
région intérieure des angles délimités par l'intersection des droites y = 1 + x 
et y = 1 — r et contenant l’axe des abscisses (les droites comprises mais pas 
leur point d’intersection, car pour x — 0 lu fonction n’est pas définie). 

2989. La région du plan délimitée par le premier et le troisième angle 
de coordonnées (sans les frontières). 

2990. x > 0, y > 0; r° > y. Le domaine fermé compris entre le demi-axe 
positif des abscisses et la parabole y — z? (frontière incluse). 

2991. 1 < r° + y L 4. La couronne délimitée par les circonférences 
+ = 1 et x + y = 4 (circonférences incluses). 

2992. La région du plan interceptée à l’intérieur de la parabole y? = 4x 
par la circonférence x? + "® = 1 y compris l’arc de la parabole sans le sommet, 
mais pas l’arc de circonférence. 

2993. La région du plan extérieure aux circonférences de rayons unitaires 
centrées en (—1, 0) et (1, 0). N’appartiennent au domaine que les points de 
la première circonférence. 

2994. Les points de la circonférence zr° + y° = R?. 
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2995. Le plan tout entier à l'exclusion des droites x + y = n (nr est un 
entier arbitraire positif, négatif ou nul). 

2996. Le cercle x? + y® — 1 et les couronnes 2n < 1° + y < 2n +1 
(n est un entier), y compris les frontières. 


2997. Si z > 0 alors 2nxr <y <L(2n+1)x; 

si z<0 alors (2n+1)n<y<(2n+2) x 
2998. z > 0; 2nn << yL<2(Rn+1i)x (r est un entier). 
2999. Le domaine ouvert hachuré (fig. 83). 


Pour z>0,y>r<+i, 
pour r<0 z<y<z+i. 


3000. La région du plan comprise entre la courbe y = 


} n est un entier. 


1 
1+ = et son asymp 
tote, frontière ire 

3001. r>0, y>0, = >0. 

3002. La région de l'espace comprise entre les sphères x + +2 
= Set + y + z — R°. N'appartient au domaine que la sphère extérieure. 

3003. 2. 3004. 0. 3005. 0. 3006. La fonc- 
tion ne possède pas de limite pour r — 0 
et y —> 0. 3007. 0. 3008. 1. 


3009. a) y — O0 ou y— 2% («a > 1), 
z— 0 arbitrairement; b) y — =. z —+ 0 


arbitrairement. 

3010. Le point (0, 0); au voisinage de 
ce point la fonction a prendre des valeurs 
positives aussi grandes que l’on veut. 

3011. Tous les points de coordonnées 
entières. 3012. Sur la droite y = x. 

3013. Sur les droites = m, y—=n 
(m et n sont des nombres entiers). 

3014. Sur la parabole y? = 2x. | 

3015. 1) continue; 2) discontinue ; conti- Fig. 83 
nue en zret y séparément : 3) continue; 

4) discontinue ; 5) discontinue : 6) discontinue. Passer aux coordonnées polaires. 
16. Les circonférences centrées en l'origine des coordonnées et respec- 
tivement de rayons 1, 12 nes J- 

3017. Les oléenLe passant par les points À et B. 

3025. Les droites y = ar + b où a—=Inb 
’ ar Les sphères concentriques centrées en A et respectivement de rayons 

3027. Les ellipsoïdes de révolution de foyers À et B: 


V ( — 2) + (y — y) — (G — 2) + 
+ V& — Le)° + (y — ye)* + (z — 22)° = const. 
3028. Les sphères 2° + y° + :? — =)", Où c = eu. 
3029. Les paraboloïdes de révolution x? + y = cz 


3030. 1) Les plans 2x + 3y — z = CC: 2) les hyperboloïdes de révolution 
ou le cône + y — 22 = CC. 


1 
3032. DH Pour T = To. 


3033. æ est la vitesse de variation de la température au point considéré ; 


_ la vitesse de variation de la température à l'instant # donné le long de la tige. 
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0S |  . Re 
3034. SE 0 est la vitesse de variation de l'aire en fonction de la hauteur 


S : rs 
du rectangle ; = est la vitesse de variation de l'aire en fonction de la base 


du rectangle. 
dm _,, à 


3036. 0x À, dy = — À 
02 oz 
RE PT TE RER VER Ve 
3037. dx 3z U ; ay 2 3y F À 
00 00 
Smet t 
3038. A et are t+ b 
9z 1 U oz 
D da ge cat 
gun, ESP On A Bey 200y 
| a (x2+ y°)° | de  (z2+ y) 
3041. — = 30zy (522y—y3 +7); == 3 (522y — y +7)? (5x2 — 3y?). 
“ _ ôz z | 
3042. —— RE 
BV DE - 
ôz ôz id 
3043. ee —" — EE 
ôx V' = +7? ôy NT 
0z y . 92 
UE EE D FF | 
3045. À ——#  _—. = = — “ 
(zx? + y?) (arctg 2) d (x? + y?) (arte?) 
oz oz 
ee —— — y-1 —— — 4V à 
3046 Na CH ET æinz 
0z 2z Oz 2y 
PT AH D AH 
) 
QU, 0 = 0 2 
2 
3049. 22 — zy V2 on _ r2 V2 
O7 (Hp Vry 0 (+) Vr2—7 
3050 ôz 2 ôz 2x 
Co Sn | DU sin 
y y 
se . 
3051. 2 _1, y. LPO À 
ox y y y“ 
9z | 0z 1 
ON TC NT TES TI) 
> ou w . du U 
DS. D TE à vu 
dz | y & 
3054. = cos À cos À + sin < sin + ; 
x y y + : y 
oz z y | . y 
= —< cos À cos À ——sin — = sinZ. 
ôy y? y y Z 
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ou 2 L 
. D + 3y—1 , 


Y 
02 __y | x .. 92 
x zx? oy 


= y2 (1H y) : CA (A 2y)0-1 + (1 + zy) In (A+ 2). 


; _Y 
=——3 *“In3. 
L 


FA 

oz 
 — = y ln (z+y) + ET _ =z:In G+y)+— 

Ô 


z <Ÿ oz 
— — y-1  —— zÙ Tr. 

JE € (ylnz<+1); au zx” Ÿ In? z 

ou ou =. qe 

x %: CA Tr ge ce 

_ 

= y+2 : Tr =2+s: = 24 y. 
: z .. ou y ou z 


07  OVz+ty+z 0 Vr+yte 0 Vtt 
ou ou 
— — 2 RE A 
Tr 22 + 3z ; Er 2yz +1 
ow 
— = ÿy2+vz + vy ; 09 = TUE 
ow 
D — ay HyvHuri = yz Try. 
du à 2iy2+22 
7 = (87 2222) CT TED 
M oppertrt+v2+2), JU on EVE) 
dy 0z 
ou ou nr 
7 = 2z cos (2° + y?+ 2°) ; Bu = 27 cos (y +7): 


a == 22 cos (rx? + y” + 2°). 


ou ou du 1 
Tee 

fo) £-1 ou _- L 

u = y z 0#,.. À Le ; OM, Ne z 
3067. 7  — z° Inz; Pan M In z 
3068. = y : CALE zyz"Îx ‘inz —yzz" Inzlny 
3069. 2. 1. 3070. 0, À 

® 5 , 5 ° " » 4 e 

3071. = 2 (22 y) [1 ln (22 + 9)]: 

= (2220 [1 n (2249) 

0z 3 In x ôz 3lnz In z 
Are = (1 +2) e = mes (! +5) ° 


0z 


= = yen XV (4 L zy COS ax) : = zeSiD TU (4 nzy COS Az). 


os _i—e-p-Vrt,,, o 1-2 Vr+y 
Œ GEVetu) 4 G+Vrrw) 
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go75. 2 _VVs , à Vans 
dr 2z(4—zt) * y 2(1+4) 


EE 7 | 
9z (A+V/zy) V'zy—2y2" (+ V2) Va 222 
ôz y? + 2zy ôz z° + 2ry 

3077. — >, 
oy VT+(G7+ vx ôu + GT 

3078. 7 )/u—s—r, À V Tay—2—y 
0x PV zy+a+y OV zy+z+ y" 

2 
5 y| (1+arctg2 À) +2arctgs À | 

QE = 

ox 5 : 23 

(z° + y?) ( i+arctg2 À) (1+arctg +) 

2 
2 # LA 
& 2 | (1+arctg ) +2 arctg | 
D ae cm est mg) 

cs (z? + y?) (1+arcte2 À) (1+arctg +) 
du 4kz __. ôu 4ky | 

PR 3 pa (ppt 
du 4kz 

++ 2ÿ" 
3081. 24 2(z—YT, Ou _ _ z(z—u)#" . Où _(z—v):In(z—1) 
UOOz 1H Où  1+G—y)2" 0 1H y)% 
du du 
ee — = 1 vz-1 : — — (si : 5 

3082 x “V2 (sin z)/z-1 cos z ; ay (sin x)/z Insin zx; 
= y (sin z)/z Insin zx. 
du ôu du 
87 à 2  — 

3083. SE TT ET où r= | z2+y2+s. 


z 
ôw 2 ” . dd 2 . 

3084. 3x —(2zy — yzv) te3 a; a y—zz) tp a; 
dw 


= (2207 — ryv) te à ; Le (22°u— zyz) tes a, 


2) ne (+) so — 
mb 2 b2— a2° Ot Jed 2 b2—a2° 
@ 


. 3089. 2 3090. — 15. 


où a — 22y° + 220? — zyzv. 


3085. 4. 3086. ( =) 
oz 


ee ?à 


3087. 1 et —1. 3088. 


3091. 45°. 3092. 30°. 3093. arctg +. 


3094. dyz—(y$—6zy?) dr;  d,3—(3zy2 —6zx2y + 8y$) dy. 


dr 
3095. d SE PE OS 
Vraie VTVare 
__y(y2— 2?) de. __æ(r2— y?) dy 
3096. di Crus à Grue 
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3098. 
3101. 
3102. 


3105. 


3107. 
3109. 
3110. 
3114. 


3117. 
3119. 25, + 
3120. 


3123. 


3124. 
3126. 


3128. 


3129. 


3130. 


3132. 


3134. 


3135. 


3136. — — 


. du — 


Br? dr _ Gy® dy 
ZI 2y3 — 73 ? 
— 3z° dz 
ZI + 2y3 — 23 ° 
1. 3099. &0,0487. 3100. 27 
270 De ° * 600° 
zy [(2y$ — 2zy? + 4x2y) dx + (4y2x — 3yx° + 27) dy]. 
z dx + y dy 3103. 2(z dy —y dx) r y dx — x dy 


3 . 3104. 
z2 + y2 (z— y}? y V y2— x? 


dz dy 
(z dy+ y dx) cox (zy). 3106. Tin Tige 
4zy (x dy — y dx) z dy+ y dx 
—_— —— , 3108 ——— 
(x? — y?)° Â + z°y? 
zZV-1 (yz dr + 2x ]n x dy +zxy 1n x dz). 
0,08. 3111. 0,25e. 3112. gr 3113. & 7,5. 


20,005. 3115. & 1,08. 3116. 5. 
1,8 + 0,2. 3118. 4730 + 100. 


ô8BsinC | ôcC sin B 
sin Bsin(B+C)' sinCsin(B+C) 
Croit à la vitesse 444 cm°/s. 3121. De = 2575 cm. 


S 
Lars ds+ (+ _ ; Tr) dp = 0,16 cm, i.e. environ 1 ©. 


dzu — 


eint-285 (cos t— 612). 3125. sin 21 2e2t-+ et (sin £ + cost). 
3— 121° z 


a 197, — 3u sin v cos v (cos v —sin v) ; 
V'1—(3:— 413) ou 


2. u3 (sin v+cos v) (1 —3 sin v cos v). 


dz _— . 
9z ou = 
‘dv v3 Pers 


ôu ex du ex + 3er 


67 He" dr  ex+e 

= ner … 3131. = - 

= (5-7) sec? (a ++ vi). 3133. À — ex sin z. 
x2+u2 

nr Lt 24+ 22u9) 2 dy + (24— y8 + 2284) y da]. 

Paye LL ] ve 
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yexXU — yex — ev 
Izy? — x y (2y2 — x2)° ct zeU—+ ex — rex © 
z 2(z7+y?)—a? y 2x —+exV— cos ry 
Doc ue 9 
2 ? 2 
3150: 17 2, 50. 960 5, ie 7 
14 z 1—zy (z+ y)? z (y—1) 
SiSÉ = js net 
y—1 z? Iny—1 
dy __ 4 dy ) 1. 
sn. (Æ) nt: (4) 
2 c2r Ôz c2y 
3158. — 1. 3261. D PÉRIRT 
ôz 2—z 9z 2y 
Ne 241 * Oy z+1° 
0z yz 92 zz 
0x  zy+z" y  zy+z2” 
si6. =: 7 = : 


Ôz Tzc—1)' 0y  yG—1): 
1 : RS + 
3167. 22 — Sin2zdz+sin2ydy jpg 28 


e à — 


sin 2z ° à 
469. 2. 3170. z=karctg L. 3171. dE IT. 


3172. dr +14, 3173. dr = 7 (x dr — y dy). 


3174. 2(z dr <+y dy). 3175. 2 (x dr + y dy). 
3176. dz = eu [(v cos v — u sin v) dz + (u cos v+v sin v) dy]. 


3185 Pr __2#+u., Oz my ,  z Zy 
CO Van M VAE œù Var 
2 22 3 2_y21/ 22 Ly2 
g1g6, 25 — © _, ds _ + Vrtu , 
Ces 3° dy 3 
(224 2) (2242) (x +V 22432) 
D 
0x y 3 ° 
(x? + y?) 
d2z =. Jx | d?z : y | d2z : 
AT DE ha Où UF dy 
SRE 2 2 - Pr 2 | 
3188. 522 = 24° cos 2 (ar +-by); TE — 2b CR e (EC) | 
d2z 
Fos — 24b cos 2 (az+ by). 
d22 _ xcl+oy. d?z _ y x ty 
3189. re y =z(i+ze)e ; 
d2z xeU+y 
= y . 
9z dy (1+ ze) e 
3190. 27 4y 9°z 4z #2 _2(z—y) 


oz (z+y)" oÿ (zu) oxoy (x +yp 
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3191. 


3192. 


3193. 


3195. 


z _Iny(ny+) mximv, Lac _Inz(Inz—1) enxiny. 
ox? z? “dy? y? 
z _Inzlny+1 nxiny. 
oz ôy zy 
ÉD SE 
022 (1—72y2)3" OO? V(—22y2)5" Oro (17%) 
(z — 2) y Se 
a... |, 3 2 
VASE 3194. 2y$ (2H zy')e : 
D __ 72 
TS + 3196. — z(2sin zy+ ry cos xy). 


3197. (z2y222 + 3zyz + 1) exvz. 
3198. mn(n—1)(n—2) p(p—1) rm-iyn-3zp-2. 3204. a — — 3, 


3209. 


3219. 


3221. 


3222. 
3224. 
3225. 
3226. 


3227. 


3228. 


3229. 


3231. 


3235. 


3238. 


Ca (or) torrent ar (o) 


y Oz 0y 0x ôy dy \oz) 
sul () . 
y 
ôf  éf 
HO 
_iayla æ et 
(=) 07 0x? oz0y |‘ 
do # &# 
dy Oxôy dy? 
— dy)? 
— 2y dx2+ 4 (y— 7) dx dy+ 27 dy?. 3220. +. 


(82? — y?) dr? + By de dy +(3ÿ— 2?) dy? 

2 sin 2y dr dy + 2x cos 2y dy?. 3223. eXV [(y dx + x dy)° + 2 dr dy]. 
2 (z dx dy + y dx dz + x dy di). 

—Ccos (2x + y) (2 dr + dy)*; (2 dr + dy); 0 

—sin (z + y + 2) (dr + dy + d:*. 


cé z® 2? y® , z2 \ dy? 
RE) eat (54e) À] 
_ 2z{zy$ de? + (22y2+ 2zy72 — 2) dx dy + 23y dy?] 
(22— ry}3 L 


— 31,5dr? + 20647 dé 3230. + + y. 


y"—5y" + y. 3232. 


DL ay. 3233. y—z". 3234. — +. 


_ $ 
"+ 2p dp 2"? — pp" + p° 
= D3 . 3236. ag 3237. Don Droit 
(p°2+p2)" 
ôz d'u 14 du | ôu 
Are 3239. FM TP? œ 


3240. w” (p) ++e (p) + kw (p). 3241. AE Tu T2: 


3242. 
3243. 


Chapitre XI 
23 + 0y3— zy + h (322 — y) + k (6y® — x) + 8xh2— hk+ Gyk2? LhI + 2RS. 
Az=15h2—6hk RH RS. 
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On remarquera que arctg 
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3244. Az— PRE re k— 


_h3k+ À 35 LEE Rk3 ; f(1,02; 2,03) = 2,1726. 


3245. Az?+ By° + C2? + Dry + Eyz . 
+ (24z+Dy+ Fr) h+(2By+ Dr Es) k+ (2024 Ey+ Fr) + 
+ Ah2+ Bk2+ CI24+ Dhk+Ekl+ Fhl. 


ou tr 4 (54 (5) 
I (-9 6-2 6-9 
{rate (4) rte fe) (e5) 
Hemtsen(e=#) (r-9) taiteen(s-9)] 
B2AT. 214 (21) (24) (1) (IP (+; 2 æ 14021. 
3248. ex [siny+n sin y+k cos y + + (h? sin y+ 2Ak cos y— KE sin y)+ 
+ (RS sin y+ SR cos y— 3hk2 sin y— À cos 4) | + 11051. 
3249. Re .. 
3250. + (ay y) + r (z?y — 3zy° +2) + 
3254. 14 (24) +. aie 


32520, 2 y (ep) + (ay + DT (aan gants) +. 


= arctg z —arctg y. 


Tr 
sms (3E)(34)-S De. 


DE HUM noce (2 + yaents 
>) — . 3255. S (1 . 


Gn+ Di 
ne n=—0 
_amyan 
St 5 TT je 1° ET -> 3 1 ni 
Mum0 Es ne=0 
3297. 21421) (1) + (r —1) 14 (— 4 + … 
3259. (0 0), (—5/3, 0), (—1, 2), (—1, 


—2). 
3260. (1/2, —1). 3261. (0, 0), (0, a), (a, O), (a/3, a/3). 
3262. (0, 0), (0, 2b), (a, b), A 0), (2a, 2b). 
3263. (x/6, x/6). 3264. (b/a, c/a). 
3265. (—2/3, —2/3). 3266. (2, 1, 7). 3267. (6, 4, 10). 


3268. À et C sont des points de maximum; B — de minimum; au voi- 
sinage du point D la surface a la forme d’une selle; la fonction est constante 
sur EF. 

3269. (—2, 0), (16/7, 0) chaque point est stationnaire pour une branche 
de la fonction. 

3270. (1. 1), (—1, —1). 

‘3271*. (0, 0). Pour s'assurer que le point trouvé est un point de maximum, 
il suffit de représenter la fonction sous la forme z = 10 — (r — y)? — 27° — y°. 

3272. (2. —2). 3273. (—1, 1). 

3277. Maximum au point (6. 4). 

3278. Pas d'extrémum au point (0, 0). Minimum au point (1, 1). 

3279. Les extrémums sont situés sur la frontière du domaine; maximum 


z = 4 aux points (2, 0) et (—2, 0); minimum z — —4 aux points (0, 2) et 
(0, —2). Le point stationnaire (0, 0) n'est pas un point d’extrémum. 
3280. Maximum z— 17 au point (1, 2); minimum :— —3 au point 


(1, 0); le point stationnaire (—4, 6) est situé à l'extérieur du domaine donné. 
3281. Maximum z = 4 au point stationnaire (2, 1) (ce point est donc un 
point de maximum). Minimum z=— —64 au point frontière (4, 2). 
o RS Minimum z— 0 au point (0, 0). Maximum == 3/e aux points 
, +1). 


3283. Maximum : — 5 V3 au point (5 : 2) : minimum :—0 au point 


frontière (0, O). 
3281. Tous les termes sont égaux entre eux. 
3285. Tous les facteurs sont égaux entre eux. 


8 16 Z ,# , 2 
3286. (+; =): 3287. E+Ÿ +23 
ñn n 
à Ti > Yi 
3288. 2, y= =. 


n 

3289. (3, V 39, 0): (3, —V 39, 0). 

3290. FA US PL Pr ee ss 2 au point (1, 1). 

3292. Maximum : = a? au point (a, a) ou (—a, —a); minimum z — —a 
au point (a, —a) ou (—a, a). 

3293. Minimum z— —W2/a au point (—a V2, —a V2), maximum 
z2= V2/a au point (a V2, a V2). 

3294. Points stationnaires z — + arctg b/a, y = 1/2 arctg a/b. 


3295. Minimum u — 9 au point (3, 3, 3). 

3296. Deux variables sont égales à 2, la troisième à 1 (minimum égal 
à 4); deux variables sont égales chacune à +. la troisième à + (maximum 
. 112 


égal a 5) 8 


2 2 2 
3297*. Chercher le minimum de la fonction AFTER pour 


DER DEA 
zikzot ...+rn = 4. En général on a la relation = = (2=) si k>1 
et zr; > 0. 


3299 TE 
* Em Ecatab PO FETE catab VbeLac+ab! 
ab | 21 63 
= pete 8900 Umax= le Umin= —7. 3301. (3: 2,5). 
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3302. (3, 1). 
3303. à) co 0, O0): b) (2, O0, 0). 3304. Le cube. 3305. Le cube. 


3306. _Babc_ 


3/3 
3307. Si R est le rayon de base de la tente, H la hauteur de la partie cylin- 
drique, » la hauteur de ia coiffe conique, on doit avoir les relations suivantes: 


hV 5 h 
R=— 5 — H FD 
3308. Si L est le côté latéral du trapèze, b la base et & la pente du côté 


latéral, on doit avoir les relations suivantes: i = b — 2V 4 , Œ= TZ où À 
V : 
est l'aire de la section donnée. La surface mouillée est u — 2ÿ/3-V/ À = 
2,632 V A. 
3309. Le cube. 3310. La base est ue et de côté 24 + ÿ2v, la hauteur 


est égale à la moitié du côté: (a + _ y 2v v). 
3311. a% (le cube). 3312. L’aire minimale est égale à 31/3 ab. 


4 3 4 3 [5 1 
DS Le ne +=). 3314. (—+; 5). 
(73: 7s)+ V5' VS 9 9 
3315. (3, 5). 3316. :nax — 2. _ : 
3317. Les côtés du triangle V/2S, V 25 et 2VS. 


3318. Hauteur Z., côtés de la base ave Fier volume EE abH. 


27 
3319. Le tétraedre. 


3320. La normale à l'ellipse au pus cherché doit être perpendiculaire 
à la droite joignant les deux points 


3321. Mener la normale au point de coordonnées 


1 3 1 3 
3322 (so, +,2): (—s. 5 —3) 3323. 2V/2. \ 
3324. z + y = 2; y — x. 3325. PET Sd z+y—3a—= 0. 
3326. + 2yÿ—1—=0; 2 —y—2—=0 
3327. z—y+2=0; z+y—2—= 0. 3328. (0, 0). 3329. (0, O0). 


3330. (0, 0). 3331. (a, 0). 3332. (0, a), (0, —a), (a, 0), (—a, 0). 

3333. (2, 0), (—2, 0). 3334. (0, 3), (—3, 0), (—6, 3). 

3335. (0, 0) — point double. 3336. (0, 0) — point isole. 

3337. (0, O0) — point cl arrêt. 

3338. kan; k = 0, 1, ..— points de rebroussement. 

3339. (a, 0) — point &e rebroussement. 3340. (0, O). 

3341. z = —f" (a), y = f (a) — af’ (a); y = z arcsin x + V1 — z°. 

3342. 16% + 274 = 0. 3343. y® — ar. 3344. y — z/2 et y — —7r/2. 

3345. y — —1!/4. 3346. y — 0 et 167 — 7°. 

3347. y = x et y = x — 4/27. La première est le lieu géométrique des 
points Mo la seconde — |’ D 


3348. z° —0 et 12— — y3— 

2 nr 
3349. z° + y° = d$. 3350. Les 4 droites z + — +R. 
3351. 2by (x? + y?) + r° = 0. 
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3352. La parabole V/r + Vy = Va. 


3353. La cycloïde rx — + (t — sint), y = (1 — cos t). 


3354. L'ellipse 2° + À = R?. 3355. L'hyperbole y — = 


Fa 

3357. La développée de la parabole y° — ri p}s. 
3359. Les hyperboles zy — _ er =. 

dr dir] dr \2 dr 

Lt — D ; . RE mn © 
8361. 3) 2 —21r|. Pl ; à) (+) +r ST: 

dr dr dÿr 

Dex D (re )- 


3362. L'égalité _ — à (t) r entraîne : 


dr da dr da 
dt? dt dt dt ] (er eue 


3363. Une dérivation de l'égalité r° = const (voir exercice 3361) dorne: 
r = 0. La tangente à la courbe sphérique (i.e. à la courbe située sur la sphère) 
est perpendiculaire au rayon de la sphère qui aboutit au point de contact. La 
réciproque est également vraie. 


dr dr  , dr  d?r 


dr 
3368 ————  ——— 7 mu 12 PRES CAC 
* dx du Ÿ ° ‘az! due Ÿ dou Va 
dr  d$r dr dr 
DEEE 2 memes 3 —— ar” =, L A 
dx dus Pr du? Pa + du | 
nee dr (t) , : 
3370. L'égalité a 7 —0, où 1, < T<!t,, entraîne que sur la courbe 


fermée (en vertu de l'égalité r (t,) = r (1.)) il existe un point en lequel la tangente 
est perpendiculaire à toute direction donnée à l'avance. 

3371. L'hodographe de la vitesse v {a cost, a sin t, 2bt} est une spirale; 
l'hodographe de l'accélération w {—a sin t, a cost, 2b} est une circonference. 


3372. Le produit scalaire de «a par r donne: a =0, r T0. D'où 
il vient ar =—const est l’équation d'un plan et 7° = const celle d'une sphère. 
La trajectoire cherchée est une circonférence dont le plan est perpendiculaire 
au vecteur «a. 

3374. Une ellipse. La vitesse sera maximale au moment où le point maté- 
riel sera à l'extrémité du petit axe et minimale au moment où il se trouvera 
à l'extrémité du grand axe. L’accélération sera maximale (resp. minimale) au 
moment où la vitesse sera minimale (resp. maximale). 


3375. Composantes de la vitesse æ ; pe : ping. Indication. 
.….. dr dr dr 
Trouver les produits scalaires ——e,; —— ep; — €o. 
t4 1 t? 
Z—— Y——  2—— 
4 3 2, à Le 
EE Cd Le 
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_+Väl : aV 2 - k' 


9 — TS 2 
à 


—aV 2 ay 2 k ra V2 ” Ba? 


3378. z— 6a — SE 3% z + 6y + 36z — 2706a. 
x 
z———+1 =: 
2 — À —2 V2 = 
3379. ge = =. z+y+V2s=< +4. 
Z—A4 _y—3 1-4. _ 
3380. 42 4 3 12z—4y+ 3z—12—0. 
z+2 _y—1 _ z—6 _ 
3381. DT D 27z + 28y<+ 4z+ 2 =0. 
SD 0 U Vo. 0. Ep, À» 
20 20 Yo + zo ZE Vo | 20 
TT __ Jo __ 2% . Z—To | Y— Yo  _ Z—Z 
Fe on 20 4 0 4 
_ x 
3 1 6 
3384. r{L ’ D ‘} 
La z—1 _y—1 _z—1 
3385. 6z—8y—2z+3—0; T1 Tes — 1 ! 
z—1 _y—1 _z—1 
31 26 — 22 ” 
7 Z— Zo y — Yo Z— 29 
VB(z— 2x0) —V a (y— yo) Ve Ve 5 
Z— TZ) __Y—VY0 Z— 29 1 
— = ————— . 3387. —r—ey—|/ 2:+2—0; 
V 2220 V 2b2 —(a+b) LS d v? à 
| 
se? e z2—V2 ge 7e z— | 2 
EE TT 
e 
ZA y 21, Le enne ÆÆt: y: 24. 
3389. F9 Fu — 3 ue à y + 3z 5=0; 3 3 La 
D = 
3z+3y—:z—2—=0; Sr 9? 8x — 11y—9z+ 1 —0. 
z—1 _y—1 _z—1, ES em 
PE en QU A We QT dr. 
… z—1 _y—1 _z—1 ne 
2=1; 4 de 0 z+y 2=0 
._V2 , v 2 z—V2 
on Nr at 2 
38391. — — —— — : V2r—7V 2 &i—ks —"— — 
_V? V2 ve 
2e = 2 2 
= 3 - = ; V'2z+3V2y+z—5—0; a = 
7: —13z+3y+4V/2:+ 2-0. 


z+1 _ : : : 
6z + 2y— 3: — 20; x ii, 3z—6y+ 2:= — 81. 


3393. Pour tout point de la courbe l'équation du plan osculateur est 3r — 
— 2y — 11 = 0, i.e. la courbe est entièrement contenue dans ce plan. 

3394. Le plan osculateur est le même pour tous les points de la courbe. 
Il a pour équation: 


ZT Y Z ay d a3 
ay a2 43 | —=|b4 bo b3|. 
bi be b3 C1 C2 C3 
2 
3395. = =. 3396. R = V 2 cosec 21. 


y Gr y y 2e 
on OPA 


r'Xr _ (rxr)x7r 
BUT MST PT N rirxr 


3400. . es V1 Pi X T1: Bi = Ti X vi. 
3401. Le vecteur © cherché (s'il existe) peut être mis sous la forme 


wo = (wT;) Ti + (@vs) vi + (@B:) Bi. (1) 
On a par hypothèse (et compte tenu de la formule de Fresnel) 
XV; XVI —hkti+ Th, © XB1=—Tvi. (2) 


En multipliant Po ces A RE. par V1, B4, T1 respectivement, on 
obtient wti—7, wvi—0, wi =&k, d'où w—Tti+f1. En portant ce vecteur 
dans la formule (2) on constate qu ’il remplit les conditions du problème. 
3402. 99 In 10 101,43. 3403. aln(1+V2)=aintg =. 
3454. V/3(et—1). 3405. 5. 3406. 4a. 3407. z V/ 2. 


3408. ain VXHVE, 3500. S(1+51n3) : 


3410. 8z—8y—z—4; D ss 1 
Un. 21 _y—1 _z—1 
3411. z+y—2z—1—=0; 1 RU edge 
3412. zha=0, z=0a, y=a. 3413. 477 41y- 5: — 60 : 25 = 
EL 
__y—4 __2+7 ” 9 A _n. Z— A1 y—1 DRE 
ET Ecf-aE . 3414. zx y + 2z 2 = 0: n rl pee 


is. ++ EVE: à (2 S) 2e (706$) 2e (s-$)- 


3417. 3z—2y—22+1—0; = 9 —= 3° 
2 — SV — —————— 
3418. 27+y4+112—25=0; — ; T—- 
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25—01227 


BMD. 5z+4ytz—28—0: 22 — 1 . _— 


3421. z—y + 2:— V5 « = PA 


3422. z+tytz=V a2 +2 cz. 


3424. Tous les plans passent par l'origine des coordonnées. 


_ Z y 2 
3425. TL = ue = mm = — |, 
07 + Yoy + Zo2 = a a 
Eee _ in 262) _D(y—yo) _ 1%, 
3426. 72 2 (z2+ 29) ; des TR 5 * 
3428. La. 3430. 2x + y—:— 2. 3434. 4x — 2y — 3: — 
3435. Deux plans sont tangents au plan z0y points (0, 3, 3) et 
(0, 3, —7); deux autres au plan yOz aux Fou (5, 3, —2) et (—5, 3, —2) 


et, enfin, deux autres au plan rO: aux points (0, —2, —2) et (0, 8, —2. 
3436. a) Guovor — 3 (uo + vo) y + 22 + (o À 2) (u$ — Auovo + 15) = 0; 
b) 3 (29 — Vo) z — 8x0 (y + Yo) + 2 Fo 4zo = 0. 
3437. 22 (x° + y° + Lee y*) = 0 
3438. (x? + y° + =) = 27 rys 
3439. 1) (2. 1}; 2) {10ry — . 3y5, Sr — 9ry° + 4ÿ}. 
à 4 : — ot + zoÿ 
3440. | 66445; 2) (2449); 3) NET 
3441. tgp= 0,342, q= 18°52”; 2) two 4,87, p = 78°24. 
SA42. L emi-axe négatif y. 3443. 1) cosa = 0,99, œ—8° ; 


é 3\. T7. _3\,. 
2) cosa = —0,199, « = 101°30”. 3444. 1) (—< À +) : (+ +); 
2 
3° 
3447. 1) {3x5 yo 20, 2roYo20, Toys) : 
2) CU. ee où 7 est un rayon vecteur. 
Vars Tr 
3450. 1) 2r, 2) 2 : 3) 2F'(r2)r; 4) a(br)+b(ar); 5) a X b. 


2) r+y = 


3451. 1) O0: V2, 3) —V5; q SOTRE 3452. V4? 
3458. L. 3455. 4) 5: 2)-29, 9456. —22. 3459. À 
. ++ 3455. 1) 5; D 4e — 


Chapitre XII 
3460. M — | | v (x, y) do. 3461. E= | | O (x, y) do. 
D 


3462. T =? | | y2y (z, y) do. 


D 
3463. (O —(t2 —t:) | | c(z, y)Yy(zx, y) do. 
D 
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3464 


3466 
3467 


3468 
3471 


3485. 


3491. 


3493. 


3494. 


3495. 


: M= (TT ve y 9 à. 3465. E={{{6tr dv. 
Le Q 


. 8n(5—V 2) <1<8n(5+V 2). 
+ 367 << I < 1007. 


_ 2CICS8. 3469. —8<I<<. 3470. 0 € I € 64. 


. 4<I<36. 3472. 4<1<8(5—2V/ 2). 3473. An < I <227. 


: O<I<EnR5. 3475. 24 < I < 72. 


3 


. BnV3<1<52n V3. 3477. 1. 3478. (e—1)2. 


I 


12 ” 
vw 


dz 


dz À j{e, 5 a+ | à 


dr 


& 


3480. In —. 


3 


3x+4 


3x+1 


2 


4 


3+ 


2x 


X 


{ (2, y) dy. 


0 
Ÿ Î (x, y) dy. 


Vix-=s 


&x—-2x2 


1-2x 


f 
— 
2 


1 (x, y) dy+ 


3481. In 


3 


2 


2+V 2 
143 


. n—2. 3483. 2. 3484 —T. 


16 


3488. 


| 
f(x, y) dy. 3492. | dz 


1 1-x 


0 x—i1 


3 y— 
2 7 Vi- 


3490. | & | 


Vz 
+] 


zx 


6— 
À fa dy. 


x+3 


ds | fæ, y) dy+ 


3 
Fo &-x2 


2 2—x 
j(æ, u) dy. 3486. | à | F(æ, u) dy. 
0 


| dr | f (zx, y) dy. 


f(x, y) dy- 


f(x, y) dy. 


dz | f(æ, y) dy. 


h 


25? 
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2x 7 2V/2x 
3496. | | rends | ua 
VE À Vz 
8 24—-4x 
+ | sœur 
_ _-2V2x 
-2 9—x2 2 1+2x2 
3497. | dz | f (2, y) dy + | ds | Î (x, y) dy + 
3 -V5-x3 2  -Vitsx 
3 9—x2 
+ [& | f(x, y) dy. 
2 -V9=x3 
1 x 1 Vi =yi 
3498. false y) dy. #09. | à y | f(z, v)üz. 
Ù à 0 -Vi=z 
r y V2 VA =2yi 
3500. | dv | f(&, y) dr. 3501. | dy | f(æ, y) dr. 
; ver . V2 -Vi-2 
3502. À ay [se war+ À av ( Jte war. 
1 1 2 y 
& + 6 6—-y 
3503. farce past [ay | re nas. 
’ ° 2—y | ù 1 3—2y 
3504. 1) \ dy 


fG&Waz: 2 | | f(, néz: 
0 Vy 
2- V2v-v? 
dy | f(e, vd. 
3 
5 


© 
— 


Qt Ole 


y‘ 


y+6 
2 2y & 2 
5 [a AC nas | à | f(æ, y) dr: 
0 [a 2 2y-3 
ie 
3 2 
2 ja je f(æ, v) dr 


É— 


3 14+4V3+2x- x? 
3) | dx | Î(x, y) dy; 


| 3+V/1=yt 2 2+V2y-vt 
4) { à | (2, péz+ | dy | f (a, v) de. 
1-VT-u 1 2-V2u-vi 
3 
Ds 1 
3506. 4) 3 4 ? 2) 9; 3) LÉ 3507. 0. 
33 _ 9 Tl 
3508. 7. 3509. . 3510. —2. 3511. —. 
4 | ne D 
3512. 5. 3543. 4. 3514. 3. 3545. 122. 
3516. LR. 3517. 6. 3518. 2eHI+9,, 
a519. 22. 3520. 2. 3524 5 
48 * 110 ° Dre 
À 5 1 x A 


3526. 


3927. 


3528. 


a cos p 


| dq f (p cos y, p sin æ) p dp; 
a 


3) Ï 4 | f (p cos q, p sin q) p dp. 
0 0 
arctg 2 8 cos y 


dq | f (p cos y, p sin œ) p dp. 
x & cos y 


b bsinç 
| dq | f(p cos, p sin p) p dp+ 
0 


a COS ® 


sec q 
dy | f (pe cos p, p sin p) p dp. 
0 


ot ln 


I 
2 

+ | dy f (p cos @, p sin œ) p dp. 
ctg 
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a|aev|4 ot nl]: ct n|a 


EL 
2 2 

. | ap | f (p cos p, p sin ) p dp. 
0 


Vase (o-—) 
LL 
4 a V'cos 29 
| 4 | f (p cos ®, p sin q) p dp. 
É 0 
T4 
a sin 29 


{ (p cos y, p sin p) p dp. 


& 
D = 


0 


R 
dp | 160 cos , psin g)p db. 
0 


2R sin y 
3533. | dy { (ep cos ®, p sin p) p dp. 
R 
2 sin 
R R2 arctg R 
E 1 4 
3534. + (| sppap. 3535. + | step de. 
0 0 
3536. = 1(4+R2) In (1+ R2)— R!?]. 
3537. EE, 3538. 1 R2h. 
R3 4 2 
3539. (ns). 3540. +. 
2x 1 
3542. 


z—2pcos p, y—3psinp; 7 —6 | dy | 1 (2p cos @, 3p sin ®) p dp. 
0 0 


. z=pcosp, y=} 3psiny; 


a V3 cos? w sin y 


I=V3 | dq | f (pcos y, V 3p sin q) p dp. 
0 0 


x 
2 2 

.a=apeosp, y=bpsings J=ab | ap | 1 (759) p &. 
0 1 


. 3546. — 


% 


x 
1 3 R 
3547. | de | dp \ f (p cos ®, p sin y, 2) p dp. 
0 L3 0 
& 


ë 
TO ES 
[2 


p® 
P | p dp | f (p cos ®, p Sin q, :) dz. 
0 


“ 
Me 
Le | 
[ee 
G 
[en 
— 
o 
6 
ot_—) =. 
US 
ne 
D 
Q 
© 
(7;] 
p-] 
Æ 
[= 
2 
DT 
w. 
[æ 
e= 
te: 
Le | 
2 
D 
8 
(se) 
…——” 
Le) 
ts 
Ÿ 


27 2 VRI-p° 
3551. | dq | p dp f(p cos y, psin p,z) dz on 
0 0 R- VR2-p: 


Qt—, 
on 
D =) 
E 
| 
D 
Cr 
D 
._ 
ES 
D 
© 
© 
(7 A 
6 
n 
me 
D 
2 
DT 
2: 
=] 
D = 
e: 
Le | 
2 
Le 
8 
D 
—” 
© 
ts 


LÉ 
2 2R cos 0 
+ | ag | sin 46 f (p cos sin 6, p sin qsin 6, p cos 6) p° dp. 
0 EL 
3 


3552. TL, 3553. 


== | - 
3558. a [3 104In V2! 28 |. 
V10+ VS V 
S 2 / ab / a° b2 
3559. 186. 3560. (+ —): 
1 15 
6 3562. 12. 3563. 6 3564. TB e 
3565. À VE. 3566. 16. 3567. 45. 3508. 13+.. 


3569. 16 . 3970. ar° (5-7) . 3971. 227. 
16 4 4RS 2 
mn 3 ——— ee _———, = ‘ 7: 
3972. 3 RS. 3573. 12 Yu 3974 1502 3979. 27 
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3 
3576. 2. 3577. 28. 3578. Labe. 3579. 


8 105 ” 3 4 
2 
3580. 2 (2 — 2 ). 3581. 3—8. 
3582*. 4e—e2— 41. Le solide est symétrique par rapport au plan y=z. 
35 1 
tu ae 

3583. 2 (n?— © )- 3584. —. 

16 E 14 à 
3585. g * 3586. 7: 3987. 407. 3588. 2x. 

5 3 4 x 2 a 
589. _rR3 3590. 2 03 Re | PL = 
3589. nAS. 3590. Era. 3591. Lai( ++). 3502 &. 
s 15 [ 3x 3/7 z r V2 
3593. (+1). 3594. (5-1). 555. DS. 

2R2 

3596. TR. 3597. —. 3598. 2. 3599. nb. 

ab 46 DL : | 
3600. F: 3601. 7: 3602*. ze Passer aux coordonnées polaires. 

3 à 2 1 

= Da? ee Me 
3603. 7 3604. 2a°. 3605 + 3606 & 

4 a2b° 39 . ; : 
3607. 6 3608*. D : 2) DE À Se servir du résultat de l’exer- 
cice 3541. 3609. 8. 3610. —. 

3611. _— 3612. 4(4—31n3). 3613*. +. La projection du corps sur 


le plan Ozry est un cercle. 
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3614. Transporter l'origine des coordonnées en ( o) : 


8 22 
19 45 ; Dar 
3615*. FT et ——x. Passer aux coordonnées cylindriques. 
5 al 92 
= 1R3 en CE Ep3 
3616. D arR$. 3617. Œ 3618. TE rRS. 
3619*. Tu. Passer aux coordonnées sphériques. 
3620. =. 3621. À nas. 3622. À nu8 
360 ” 21 ° 
64 3 r?a$ 
3623. 105 %2°- 3624. G 


3625. EN PS 3626. 14. 3627. 36. 3628. 8n. 


3629. 2V/2np2. 3630*. 2xR°. Projeter la surface sur le plan Oyz. 
3 


3631. 8 /2ab. 3632. À (8-1). 3633. (A+ RD 4). 
3634. TE (VE—1). 3635. Ana (V2 — AR). 
3636. 2R?(n—2). 3637. 2R? (n+4—4 1/2). 


= - V2? = = = 2a? 
3638. TE {3V3-V3- 5 in2+/21n(/3+V 23 }. 3639. 
3640*. er (V3—V 2) = 3,42-108 km2. Passer aux coordonnées sphé- 


riques. 


3641. À net. 3642. BR. 3643. = 
3644. LR. 3645. n RS. 3646. La. 


3647. Le moment statique est égal à 2. 
3648. Le centre de gravité se trouve sur le petit axe à une distance 
du grand axe (b désigne le petit axe). 


TL = 14 [7 Ar. = 
3649. E=(1—+) (V 3+1). n=g(5-1) (2+V2). 
3650. Le centre de gravité se trouve sur la bissectrice de l'angle a à une 


.. © 
sin — 


distance à R 


3651. Le centre de gravité se trouve sur la bissectrice de l'angle & à une 


du centre du cercle. 


sins + 
distance — R ———— «x du centre du cercle. 
3 a—sin a 
3x 5 2 
Ut = ER 54. À ai 
3652. E Gr" 0. 3653. mA. 3654. — af. 
3655. TE (a2+b), 3656, MEN), 
ah ,, : 3x R4 2h2 a? 
3657. (a? 12h?) 3658. —. 3650. ah (+5) 


3662*. Choisir le système de coordonnées tel que son origine se confonde 
avec le centre de gravité de la figure et un axe de coordonnées soit parallèle 
à l’axe par rapport auquel on calcule le moment d'inertie. 


3663. me | 2e Los 3664. Li | 

D 

3667. EL a, nb, Ge. 68 ET, ne, Le 
3669. À, n= Ve. =. 


5a L 
3670. E—0, n—0, 6= 33 (6V 3+5). 
3671. E—0, n—=0, p= TT (14 cos a). 
3672. E—0, n—0, ru, 
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R R . R 
3673. = : 1 ; ST ° 
+ 55+973 
3674. E—0, n—=0, i— 130 
3675. 7 M (b24- 62), + M (e2+ 2), + M (a+) et M (a2+ b2+ c?), 
3676. MRC. 36717. + M (+6), = M (+02), + M (a2+b). 
R? , H°\ M ,,p 2 

3678. 4(=+—) et + (H2+3R2). 
3670. 2 ET, 3680. !_ xR2H (aR2+ 7). 3681. M ( R2 + pr 

5 Mrs 9680. 5 nACE (BRU). 368.7 M (RE + TE). 


3682. DIV S pe 3683. Mopti. 3684 À a. 
65 2 3 
3685. 2nr(R—r). 3686. + vale. 


rR?2H 
6 


3687. 2ny (R°2—r°). 3688. (3R2+ 2H?). 


ryhn+s tg° [6 À 
n+3 


des coordonnées son sommet, alors son équation s'écrira z° + y® — =° tg° a = 0. 
5 2 
3690. _ ayvR6. 369. © (18 V5-+) 


3689*. . Si pour axe Oz on prend l’axe du cône et pour origine 


G 
3692*. E = 0, n = 0, r=i R. Passer aux coordonnées cylindriques. 
3693*. É rR$. Voir indication de l'exercice précédent. 


3694*. Choisir le système de conrdonnées tel que son origine se confonde 
avec le centre de gravité du corps et un axe de coordonnées soit parallèle à l’axe 
par rapport auquel on calcule le moment d'inertie. 

3695. 2 

a 

3696*. Utiliser le résultat de l'exercice précédent. 

17 kM Gin 
3697. 5 k est la constante de gravitation. 
3699. Le centre de poussée se trouve sur celui des axes de symétrie du rec- 


, où M est la masse de la boule et k la constante de gravitation. 


tangle qui est perpendiculaire au côté a, à une distance Le du côté confondu 


avec la surface libre. Dans le deuxième cas (le côté a est situé à une profondeur 


+2: 
h) la distance du centre de poussée au côté supérieur sera égale à TA ? 
où L — _ .« (Si { 5 b. le centre de pousse coïncide avec le centre du rec- 


tangle.) 
3700. a) h/2 sin &; b) 3/4h sin «. 
3701. Le centre de poussée se trouve sur le grand axe de l’ellipse à la dis- 


2 
tance + de son extrémité supérieure. 
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3702*. Choisir le système de coordonnées tel qu’un plan de coordonnées 


se confonde avec le plan de la lame et l'un des axes avec l'intersection de la 
surface du liquide avec le plan de la lame. 


3703. Diverge. 3704. 2x. 3705. . 3706. 4. 3707. 2. 3708. 1/4. 


œ ; ÿ 
3709*. Set Passer aux coordonnées polaires. 


3710*. 1/2. Intervertir l'ordre d'intégration. 
3711. 1/16. Voir l'indication de l'exercice précédent. 3712. Converge. 
3713. Diverge. 3714. Converge. 3715. Diverge. 3716. Non. 3717. 8/15. 


3718. x/16. 3719*. x V/ x; su servir de l'intégrale de Poisson fe dr = 


Ve, 
2 


0 
3720. Diverge. 3721. Converge. 3722. Diverge. 


3723. Lars ( In R—+). 


23724%. x. (Voir l'indication de l'exercice 3719.) 


3725. T. 3726. AE . 3727. 2xkmy (R + H — VR° 3 HE). La force 


est dirigée suivant l'axe du cylindre, k est la constante de gravitation. 


2 
3728. EEE Q_H), où L est la génératrice du cône. La force est 
dirigée suivant l'axe du cône. 
4 4 kMm 
3729. a) a=4yc—3vo, b— (ve — Vo) : D) = nkRyc= 2 —. 
3730. Partout définie sauf pour z=0. 3731. 3x. 
b 5a° + 3b° 3 b 
3738. nr {Greta ects 
1.3.5 ... (2n—3) x 
ST LG. (no) dant 7 D 
- (n—1)! x (a2+ b°) . - . 
3735. in * 3736*. Alf bp Dériver par rapport à a puis a b et 


ajouter les expressions obtenues. 3737. In (1+a). 3738. in (1 + a). 
3739. © In (a+ V1+47). 3740. a (V1—e7—1). 
3141. ln(i+a), sia>0. —Tln({—a), si a<0. 


3742. 7 In EVIL E . 3743. xarcsina. 3744. narcsina. 3745. |/ sa. 


3746*. V1 (V— Va). Dériver par rapport à a puis à b. 


b C a(b—c) ue A 
3747*. arctg Ar arcig — = arctg Te . Dériver par rapport à b 


OU c. 

21 b2 
3748. Lin ae .3749%.nin+0., Dériver par rapport à a ou b. 
2 a+ c2 2; 


395 


z 
tgz 


EL a , | LA 
3750. —- In (1+ a), si a > 0: ——- In({—a),sia<0; dz = —-In2. 


ot 


3751*. 1n us . Intégrer par rapport au paramètre nr de & à f. 


3152. Vx (b—a). 3753. ES GRR ner DRE = / 7. 
0 0 2 
3755. In . 3756. Lin 2 —. 


m [FLE az | - 


(fus f (az) «| 1 16 on um (10, 


e—0 


On évalue la ne . Fr en remplaçant je) par son maximum et 
son minimum dans l'intervalle Jar. bel] et on passe à la limite. 


3758. In b/a. 3759. In b/a. 3760. 1/2 In | 


3 |: 

3761. ab In b/a. 

3762*. 3/4 In 3. En écrivant sin° z sous la forme d'une différence de sinus 
AE multiples, on ramène ce problème au précédent (a et b étant düment 
choisis) 

3763°. On peut se servir de deux méthodes pour la démonstration: 1) in- 
tégrer par parties: 2) intervertir l’ordre d'intégration dans l'intégrale double 
que l’on obtient en remplaçant ® (az) par l'intégrale. 

3764*. Voir indication de l'exercice 3763*. 

3765*. Utiliser la seconde méthode de résolution de l'exercice 3763. Pour 
démontrer la seconde relation il importe d'étudier l'intégrale 


œ 
| sin az cos (x sin 0) 1 
z 
0 
pour |al >1 et |a| < 1. Pour cela il faut transformer le numérateur et se 


+ dz = —- (intégrale de Dirichlet). 


s 
rappeler que | 
3767*. Porter dans l'équation les expressions de y’ et y” obtenues par 
dérivation de l'intégrale y par rapport au paramètre. Intégrer par parties l'un 
des termes obtenus. 


3768*. Voir indication de l'exercice 3767. 
3769%. Voir indication de l'exercice 3767. 


Chapitre XIT 


3770. J/5 In 2. 3771. 24. 3772. LR (GE 1). 


se ab (a? + ab+ b2?) 
3773. 2r1a2n*1, 3774. — 3(a+b) * 
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Pe 
3775. Ana Va. 3776. | F(pcos®, psing) V p2+p'? dq. 


qi 
3777*. Lu . Passer aux coordonnées a 
3778. EVE 3779 il Pre —8 |. 
3780 ve. 3781. AVS. 
3782. 2V2 Fan? 4]. 3783. R? V/ 2. 
3 


3 
3784. — {(2341) 2 — (234 1)2). 


3785. Ôa. 3786. + arcsine, où € est l'excentricité de l’ellipse. 


3787. (2na2+ ÉLUS | V'a2+b2. 3788. (4—e-t) V/3. 


3 
8k 1/2 5 
3789. (o. Z, Se . 3790. Lie [(Bn2— 1) (27244) ? +14]. 


3791. ni SE V'äna2 th, I1,=0? V 4na?+h2. 


3792. 3x1R2. 3793. 


= 2 
— À. 3794. - 3795. F2. 


3796. ka (a+ ne), où c=V/a—0%. Pour a=b S = 2ke?. 


3797. p2. 3798. BR2. 3799. 4R2. 3800. LR 3801. CE 


9 
SC , Où a et b sont les demi-axes de l’ellipse. 3804. 2 ; 


2xmiR? ab 


3803. 


3805. . Pour R=h V/2. 3806. 3. 3807. 
24 R2) 2 

3808. <=. 3809. 37 —. 3810. 4x. 3841. D + 

3812. ee les quatre cas l'intégrale est ne à 1. 

3813. O. 3814. —2rab. 3815. —+a. 3816. ra2. 

3817. AR VR. 3818. 13. 3819. 0. 3820. 3/3. 
rR3 

Z 


1 


3821. — 


. 3822. | | (x? + y?) dr dy. 
D 


rR3 


3823. | À (y— x) eXV dx dy. 3824. 5 


3 
3825. 4) 0; 2) — +. 3827. 1/3. 
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3836*. Appliquer la formule de Green au domaine doublement connexe 


limité par le contour L et une circonférence centrée en l’origine des coordon- 


nées 


et ne coupant pas le contour L. 
3837. n. 3838. 8. 3839. 4. 3840. ln LÀ. 3841. R2— 4. 
3842. © . 3843. 0. 3844. ——. 
3845. u — + + C. 3846. u—(r2— y?) +C. 
2 2 
PE té 
y 
3849. 


= 2 2 ue 
3890. u—zr"cosy—+y"cosrz+C. 3851. Hs +y+cC. 


T— y 


(z+ y)? 
3853. n--1, = In (224 y2)+arctg + +cC. 


3852. U — +C. 


3854. ab 1, u— ——— PET + C. 3855. u—=In|z+y+z|+c. 
3856. u=V/ z2+y2+2240C. 3857. ur 
3858. = +c. 3859. u= 2% + À T+C. 


Z— 
LA 
F1 


3860. u—e" (z+1)+elz—e7z, 


3861. rab. 3862. À ne. 3863. Gra’. 3864*. Le. Passer à la forme para- 


métrique en posant pi 


1 * 2 == 
3865. 5 : 3866. . 3867*. 2a?. Poser y=ztgt. 
1 17 3 
< ms me pd e e e 4; — — à 
3868". 3 : Poser y—zrt*. 3869. FR. 3870. 1) 3? 2) TE 3) 5 et À 
3871. 2) — - b) 0. 3872. O. 


2 2 2 
sers. V+Pre te 


In 2, où k est le coefficient de proportionnalité. 


3874. 0,5 k 1n 2, où k est le coefficient de proportionnalité. 
3 
3876. 4 V 61. 3877. VS. ag7s. TR. 


"420 ‘ 4 
6 
3879. 0. 3880. x R3. 3881. 5 : 
H e 
3882. 27 arcig —— + 2883. ——— CE  — Ke) pour nÆ2; 
21R c+R _ 
ln =—R Pour n— 2. 


398 


3884. x [R V/ R2+1+In(R+V R2+1)]. 


3885*. n2R3. Passer aux coordonnées sphériques. 


8 2x R7 4 

3886. — n AS. 3887. 3. 3888. TE. 3889. — rabc. 3890. 0 
| 2R  H LA 
Ê--r 0] 2 re 17 | Le = 

3891. —. 3692. 2H (+). 3893. = 

3894. 2 N (z— y) dx dy+-(y—2) dy dz+(2— 2x) dx dz. 


6 
3895. art 3896. 2 jf | (z+ y+ 2) dx dy dz. 
Q 
3897. | | —ZHUTRZ  jo y dr. 3898. 0. 3899. V2 HAS. 
È V'r2+y2+2 "5. 
Chapitre XIV 
3901. 1+y2—=C(4—z2). 3902. z2—+ y2 = In Cz2. 
3903. y—=y C+3r—3r2. 
3904. y=Csinr—a. 3905. Cr— 
3906. x V 1—y2 +y V 1—72 —C. 3907. V 1—y2—arcsinz+C. 
3908. et— C (1—e7°). 3909. 1074 10-V—C. 


y—1 


y | ._ TZ _ 1 b.li-n 
3910. ni ie De 91 = (it }e 
3912. 2 = 7 In VH—T)+zV Re 
ETATS Vi —z)—2:V k 
tg> 1 
3913. y—e 2. 3914. y=— 


= b+z 
— °) = ————————— 
3915. cos z V2 cos y. 3916. y 6e 
3917. L'hyperbole zy — 6. 
3918. La tractrice y= WW 4—7? +21n AE 
3919. Les paraboles y?—Czr. 3920. yk = Czx. 


x=a 
3921. no: . 3922. (z—C)?+ y2-= a2. 
3923. y=— In C (Rz2—4)1. 
3924. z—yn. 3925. = 2,7 m/s. nr, 0,467 km/h; 85,2 m. 


3928. H — [VF = 2 er |. 3929. 1n R— F0. (214 8°). 


3930*. Si t est le do compté en heures à partir de minuit l'équation 
nee 4 l'exercice s'écrit : 


— 7 (t— 12) y. d'où S— 160 000 


FETE 12 [as cn TË— DE 


La fonction S (t) est définie pour 6 < t < 18. 
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Z— y 


—=C. 3932. 4y— 67 —7—Ce-?x. 


3931. z+cotg 

2 8 : ss 
3933. z+C—2u+-In|u—1]—-In(u+2), où u=V 1+z+y. 
3934. y—2r— Cas (y+r). 3935. arctg*=InCV +42. 


3936. In [y +T=c. 3937. z2+y2— Cy. 
 _ “2 
3938. y=+zV/2In|Czr|. 3939. r2—C2+2Cy. 3940. e* —Cy. 
2 
3941. In|Cz|=—e *. 


< 
3942. y— rel +, 3943. (z+y)2—CrSe TV. 


y y 
3944. Czr— (+). 3945. Vrrty—e * 


3946. y3—y2— 22. 3947. y— —z. 3948. y2=5+2V/ 52. 
3949. Si Leu alors In |z|=— ( ce 


pu) = — + ou p (£)=-—£+. 


22) + 
3950. z—Ce *, 3951. x—yln|Cyl|. 3952. z2=—2Cy+C7. 


3953*. Un paraboloïde de révolution. Soit Oxry le plan méridien de la 
surface du miroir; ce plan contient la courbe cherchée que l’on déduit de l’équa- 
tion différentielle obtenue en égalant les tangentes des angles de réfraction et 
de réflexion, exprimées en fonction de z, y et y’. 


3954. y—Ce-2z+2rz—1. 3955. y=e# (c++) : 
1 

3956. y=Cre® La, 3957. y—(rz+C)(1+z°). 

3958. y=Ce= + (cos x+sin 7). 

emx 

m+a ' 


si n—=—a, alors y=(C+z)emx, 


3960. y2—2r7=Cy3. 3961. = C4 Et y+ Te. 


3959. Si m = —a, alors y—Ce-ax+ 


C x? 
3962. s=yln y+-. 3963. y=er (int Fe = )+ces. 


— Ce” D{x) —_ Late 
3964. y—Ce +O(z)—1. 3965. y nn 
__ € +ab—ea ___ Z 
3966. D 3967. y — PTE (z—1+1n|zxl). 


3968. z— —tarctgt. 3969. b) a+fp=1. 
3971. y—Cz—zin|r|—2. 
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2 
3972*. y—Czr LS . L'équation différentielle de l'exercice s'écrit 
|zy—z2y" | = a?. 


3973*. x — Cy + — L'équation différentielle de l'exercice s'écrit 


Rt 
ay | =20. 3974. fi T+re De 
3975. vu—(vo+b)e LD (at2—1), où a= 1 ; = 
. l 


t 
3976. 6 — 89 = e"ht | œ{t}""edt. 3977. 9,03 a. 
0 


3978.71 = 0 — ne R sin wt—wL cos wt 
IT RTL: [w + R sin ot —œwL cos wt]. 
arctg- 
3979. z—Ce ". 3980. y= C++. 
ne, 2\2 
3981. = VzaFi +. 3982. y—Cz—1. 
3983. (172) (14 y?) = Cr. 3984. (r+y)2(2r + y) —C. 
+2 
3985. z—Ce 7°, 3986. sin —Cz. 
3987. sinŸ+in|z|=C. 3988. y—Ce Lex. 
3989. y (y—2r)3 — C (y—r)2. 3990. y— Ce V2 (14 sin y). 
1 


3991. z—y2(1+CeV). 3992. y—Ce NX +ainr—14. 
3993. y—(C+ex) (1+ x)". 3994. yé— 4ry +C. 
2 
3995. y—C.ex et y=C+— . 3996*. ÿi= sin z+ 
l'équation donnée à une équation linéaire en z— y2. 


3997. arctg(z+y)=r+C. 3999. arctg Ÿ+In (e2+ y?) = + in 2. 


4000. = V CEE (24e VI +aresin 2]. 
4001. (y) e-V= In +42 4002. y= + (2459). 


———— . Ramener 
Sin. z 


4004. y— +0 + e-Ax+C)], 4005. 2241 y? = Cr. 


4006. (y — zx)° (x + 2y) = 1. 4007. Les paraboles y = r + Czi. 

4008. (2y% — 12) — Czx?. 4009. La chaînette. 4010. y — Cz°. — 

4011. Lo faisceau de droites y — y, — C(r — zx). L'équation diffé- 
rentielle y — yo = y’ (zx — o). 

4012. La circonférence centrée au point (ro, yo): 2? + y° = 2 (2x0 + yyo)- 

4013. Toute circonférence centrée sur l’axe Oy et tangente à l'axe Or. 


—khot k k 
4014. Si S est l'espace et t le temps, alors S=Sp+Ce * — t+ JE 
où S, est l'espace initial, ki et ko les coefficients de proportionnalité. 
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4016. 1) + de tour par seconde ; 2) dans 6 mn 18 s. 4017. 0,00082 s. 


_Sto 
4018*. v=v9 (+) e me (1— V 1 :). 


d(m:v) 


L'action F est égale à . Pour résoudre ce problème et les deux 


suivants il faut tenir compte du fait que la masse m est une grandeur variable 
qui dépend du temps t; la vitesse w est la fonction cherchée. 


0 ’ 
4019®. u———#© (Mo— mt) [( 1 :) ds 1]. Voir indication 
0 


2m—k 
de l'exercice 4018. 


{ 
2/3 2/ 3 OO 
- En { TE at, où p = Mo— = 4k 3, Sn 
4020*. vu — T e ue dt,oup=Mo—mt, ki = _ DE - 


0 
Voir l’indication de l'exercice 4018. 


hit hot 
4021*. y=mo + ET (ke 1 —kje ?), où t est le temps, yla quantité 
de second produit. Si z est la quantité de premier produit formé dans le temps 
t,ona = = ki(mo — x). D'où l'on tire z = x (t).La vitesse 1 de forma- 


tion du second produit est proportionnelle à la différence z — y. 
4022. 2,97 kg de sel. Le maximum est atteint pour t = 33 +mn et égal 
à 3,68 kg. 


R&°x2 
4023. 1 = 1+ (lo —1)e-!. 4024. p=- Poe 
( eh@x2 qz 
0 
Un cas important dans la pratique est celui où « est très grand (les centrifu- 
ges). Au lieu de calculer l'intégrale qui figure au dénominateur pour w donné 
(celle-ci ne s'exprime pas par des fonctions élémentaires) on calcule lim p (voir 


@—0cœ 


, Où k— 


M 
2polS 


exercice 2439). L'équation différentielle de l'exercice s'écrit 


S dp = fr dm, 


où dm est la masse de l'élément CD. Par ailleurs y = 2kp (c'est une forme de 
la loi de Boyle-Mariotte dans laquelle le coefficient de proportionnalité a été 
désigné par 24 pour simplifier l’ecriture ultérieure); dm = YS dr = 2kp S dr. 
Finalement on obtient l’équation différentielle à variables séparables : += 


M 
= 2kow? x dr. Son intégration donne p = Ce*®**?, D'autre part M — dm = 


l 
cs. | h@x?3 d'où l'on déduit C. On a 
0 


Meho°x° M M 


P = OF Vo=2kpo= Tr = TS 


2XS \ ehoîx3 qe 
0 
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donc : 


pole "=" 


P=T 
| AO? az 
0 
4025. (z+y—1$ = C(z— y +3). 4026. 2°? — y Ty +z—-y=cC. 
2 arctg ?+2 
4027. x — 2y + In|z+y| = C. 4028. € *-3 —_C(y+2). 
y? 
C SR CEE 
2 — PRE ES 
4029. y2=z+(z+i)in PTT 4030. y’e 0 


4031. y=tgln|Cz| 4032. z°y° + 1— Cy. 
z 

4033. ET 

4034. (1 + Cz) eV = 1. 4035. y + 272? EL 2y$ = C. 

4036. 2° + y° = C (y — 1%. 4037. y = ztg(z + C). 


1 222 1 : 1 
4038. = Ce ++. 4039. y= TESTER" 


-n2% 


4040. nyn—Ce © nz—a. 4041. z2 = y? (C—y?). 

4042. y(1+linz+Czr)=1. 4043. y (z+C) = sec z. 
_{C+ln/cosz| 2 

4044. y= | = +183) ë 


_-2a 


4 pu 
4045. y=% In°|Cr|. 4046. y2— Ce * +. 

__?9@ LA SLA LNTUNE 
aoë7. =. 4048. 1) Les, 2) Ste. 
ago. PE _ (Po ,950. Az Lyc. 

p PoFo 


4051. z+arctg + =—C. 
4052. zel—y2= C. 4053. 20—C. 4054. V/22+y2+2=0. 
4055. tg (zy)— cos z—cos y—C. 4056. VE rc. 
4057, sin cos +210. 
z y y 
4058. z—+{=c. Le facteur intégrant est u (= + ; 


9 
4059*. += C. Chercher le facteur intégrant sous la forme ui (y). 


ln z 
y 


=C. 


4060. (222) ex =C. 4061. + 
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—(n-1 d 
4062. (zsiny<+ycosy—siny)e*=C. 4064. —=y"e “ ) [ pe) - 
Fix, 
X—Y 


‘’ 


4065. L'expression doit être fonction de (x.y). 


_x! 
4066. L'expression Ps er 2 doit être fonction de zxy. 


zX 
(m=1) be 


4067. ab b2ya-be=Cebx, 4068. y=[ ce n sin 
4069. z2+ 2ry—y?— 47 +8y—C. 
£ +in|z+y|+3ln|y—-r|=c. 


T—Y 


4071. zty=atg (c+2) . 4072. y3— 3ry—C. 
4073. z2—y2=Cy3. 4074. 3r°y + 23y3 = C. 


4075. y (2+5u)=ce. 4076. In|1+y|— TV = cç. 


T 
4077. y2—1+ Cry =0. 4078. + ". =C. 
4079. 3V/y=Cy z2—1+22—1. 4080. y—=sin z+C cos r. 
: 2e* siny 
4081. PT CHex(cosz+sinz) 4082. gr GC: 


sin y 
4083. ze  * —C. 4084. ry cos — =C. 


tg x + sec z 
C+sinz 
At = 
4087. In|Cr|——e %® . 4088. ztyeŸ —C. 
4089. y=zin|Cz]. 4090. y?— by — ary = C. 
2k 
k+1 
(ar+by)=C(kÆ 1); si k——1 ou k—1, la droite 


4085. siny=r—1+Ce-x. 4086. y — 


4091. La circonférence z2+y2— 


férence r2+ y2— _ 


k—1 
az+by=cC. 
4092. Les spirales logarithmiques: 


(az+ by) =C (k  —1) ou la circon- 


+ arctg } 
V zx? + y? = Ce - e 
xt+ Ci | RS ; 2 
4093*. = — . L'équation différentielle de l'exercice est y?=— 
=2(z—yy"). 


4 

4094. I =: 

4095. Le vecteur du champ est perpendiculaire au rayon polaire de tout 
point. Les courbes intégrales sont une famille de circonférences concentriques 
centrées en l’origine des coordonnées. L'équation de la famille est z? + y? = C 
Les isoclines — une famille de droites passant par l'origine des coordonnées. 
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4096. 1) y = f{z-y5 2) = (À); 9 1 = 1 +. 


4097. Les droites y = Cr. La solution peut être formulée par le théorème 
suivant: si une famille de paraboles d’axe et de sommet communs est coupée 
par une droite passant par le sommet alors les A TRS aux paraboles à leurs 
points d'’intersection avec cette droite seront parallèles entre elles. 


4099. y = 4e +; el 
4103. y = 0,31 pour Az = 0, ES 4104. y = 1,68 pour Az = 0,05. 
4105. Solution exacte: y=e cu = f(x); f(0, OS — 1,2244. Solution ap- 


prochée : (0,9) — 1,1942. Erreur relative — 2,5 


4106. En résolvant exactement on obtient pour z = V 3(e—1) = 1,727; 
une intégration numérique par division de l'intervalle en quatre parties donne 


z= 1, 
4107. p=t+et$etists AT St sat. 
4108. —1,28. 4109. d'A" hs 
4110. y = 124 ET ++ +. 


ZT 1 — ,,, 


ai. = B— à 9 7-11.27 


4112. y=i+2—r+ + pi 
1124 


4113. y—0. 4114. y=z+ + : Et 
x? xd . 
4115. y= 91 31 61 
—À O(z—1)3 A(z—1)4 60(r—1)5 
4116. y—1+(z—1)— ET+ LE LÉ NEED. 


4117. y = Cr + C?; intégrale singulière z° + 4y = 0. 

4118. y — Cr — 30%; intégrale singulière 9y + 2r Wr = 

4119. y = Cr + +; intégrale singulière y? = 4x. 

4120. y = Cz+ V1+ C1; intégrale singulière 22 + y? = 1. 

4121. y= Cr + sinC; solution singulière y = x(n — arccos z) + 
+ 1— 722. 

4122. x = Cr — In C; solution singulière y = In z + 1. 

4123. y = (Vz+1+CŸ; solution singulière y = 0. 

4124. y = Cri + —. intégrale singulière y? — 4zx° = O. 

4125. 2Cx = C? — “a pas d’ Dar singulière. 


4126. x = Ce-P+2(1—p),y=z(1+p)+p"; pas d'intégrale sin- 
guliere. 


4127. y = Cr — €; solution singulière y = r(Inz — 1). 
4128. y = Cr + C C2; solution singulière y = — (z + 492. 


4129. y = Cr + aÿ1 — CF; intégrale singulière, L4 = y =V as. 


4130. (C — r) y = C?; solution singulière y — 
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4131. y? — 4ex = 0. 4132. zy = 1. 4133. 2y — 22 = 0. 
4135. L'hyperbole équilatère 2ry = —+a? où a? est l'aire du triangle; 


solution triviale: toute droite de la famille y = +Ts+ ac. 
4136. (y — x — 2a)? = 8ar. 4137. L'ellipse et l'hyperbole. 


1 1 
_ Ce Pi(i+p?) Ce Pi 
4138. RE We —— , 
ou je EE A 
VPV +2) V @2+ 2) 
a 
RS y = cos C+ssina) : 
2 _ k k2r? ( 2 
4139. y2—Cz SET: 4140*. 


z=8ina (a—c— sinta) : 


Dans l'équation différentielle obtenue poser = tg &«, puis exprimer zen 


fonction de y et du paramètre «&; calculer dx, le remplacer par a et résoudre 
l'équation différentielle obtenue en considérant y comme fonction de a. 
1. S = at? où a est une constante déterminée. 
x 

4142. 23 + y2= 2a®in| Cr. 4143. y= Ce 2. 

4144. y = Cr + y5). 4145. (x? + y*}° = C (y? + 27°). 

4146. Si le paramètre de la parabole est égal 8 2p et que la droite soit 
prise pour axe des ordonnées, l'equation des trajectoires s'écrira: y = C 


2 22 
+3 — 
4147. Les tractrices. 


4148. En comptant l'angle & dans l’une des deux directions possibles, on 


obtient l'équation de la famille zy = ne (+) = C. 


4149. En comptant l’angle & dans l'une des deux directions possibles, on 
obtient l'équation de la famille 


6 x + 2y 
In (2r2+7z 2 — arctg— =C. 
| Get+ay ++ arte 
4150*. On peut considérer par exemple que le vent souffle le long de l'axe 
Oz. Les lignes de propagation du son sur le plan Ozy seront les trajectoires 
orthogonales de la famille de circonférences Ë — at} + y = (ut)? où t est 


le RES écoulé depuis l'émission du son. et , la vitesse du son dans l'air im- 
mobile. 


Pour tout t fixe l'équation différentielle des trajectoires orthogonales cher- 
chées y’ = = J est confondue avec l'équation de la famille de circonfé- 


rences. 


En éliminant t on obtient une équation de Lagrange dont la solution géné- 
rale est 


h L 
z=C (cos +b) (+) | , y=Csinq (+) ° , 


ou b=+— , ® un paramètre. 
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4151. z = Csint + R(cost+tsint), y = —C cost +R (sin t — 
— 1 cos t). 


4152. = +alt—tho, TT 
4153. Ut NE c); 


y= a(sint+ £ cost) — sin 4 (+ c). 
154. z = Csint+2tgt, y=tgt—Ccost— 2. 


4155. y = — — sinz+ Cr + Ce. 


4156. y= NE (21) — + In (1422) + Cyr + Co. 
è 
4157. y= + [in se ]+Cir+ 0 4158. y—=Cir? + Co. 


La 
4159. y=Cae% + Cor. 4160. y= +284 Cyr 4 C2 
4161. y—(1+Ci)In|z+Cil—Ciz + Co 

+1 4 : 
4162. y—(Cir—C?)e C1  +Co2. 4163. y= (+ C1) + C2. 


4164. = VTT + C2. 


. 4165. y = RTS (5 ne )+ Ce. 
4166. (x + C2)? = 4C4 (y—Ci). 
2 x x 


4167. y—Ci(z+C) 3. 4168. y—Cie® LCre ©. 
1- 1 c 
4169. = w? 20) V y?+ci +0. 4170. y= 2 TS 


z + Co i 
4171. (z+C2)2—y2= Ca. 4172. y— Cie, 


4173. y cos* (x + C1) = Ca. 4174. (z + Ce)Iny = zx + Ci. 
4175. Si la constante arbitraire de la première intégration est positive 
(+C?) alors y — C tg (Cir + C); si elle est négative (—C) alors 


c 1e (Cix+ Ce) | 4 
v= 1 ice — — Cicth (Ciz + Co); si Ci =0. alorsy=—T:. 
4176. z = Ci cos Co In |te 1 |. 4177. Cyr +Co=in |: 


4178. IT 6, arctg(Cilny), C1 0. 
4179. In|Ciy|—2tg ne Co). 


4180. y—In|r+Cil+——©]îln 


z—V —C: | 

= pe z+V —C: 

si Ci<0, et y—In|z2+Ci|+ arctg ——+ Cor, si C1>0. 
7 Ci V Ci 


+ Co, 
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4181%. Après la substitution y’ = p l'équation se décompose en deux 
dont l’une du type de Clairault. Sa solution générale est y = C1 + Ce eC', 


et ses solutions singulières y — 


ra L'autre équation est y’ = 0. 


E— 

4182. y—Ciz(rz—Ci) + C2. Solutions singulières : y= +. 
CizCi 

4183. y?—Cyrd+ Co. 4184. r —In ——— ; 
2— ZT 


4185. y= |} ++ Chr Co. 4186. y=Cir+ 2. 


C2 
2 Fa C 
4187. = ZX. e LT ï 
7. y=Cixe Ÿ. 4188. In |y+ Ci [+= + Ce 


4189. y— 23 3r+ 1. 
16 


2 
4190. y=2+ln +. 4191. y=se Va +. 


4192. y = . 4193. y—z=2ln|y|. 


PSE 
(z+ 4)° 
4194. y=V 2r— 7x2. 


4195. y=V Te. 4196. y=—In|1—z]. 4197. y= LT, 

LR 
4198*. y—z. Faire le changement y=uz. 4199. y—2%e? —1. 
dy 


} Ce —1 


peCix+Ca + e(Cix+Ca)] _ 


4200*. Equation différentielle de la courbe dr — . où k est 


le coefficient de proportionnalité. Si k = 1, alors y — 5C 
1 


= 20e c'est une chaînette. Si k=——1, alors (x+C2)}?+y2= C3 ; 

1 

c’est une circonférence. Si k— 2, alors (z-+C2)2=—4C (y—Ci); c'est une para- 

bole. Si k— — 2, alors dr — T “1 LE c’est l'équation différentielle de la 
— (Ci 


cycloide. 
4201. e0/8 — C, sec (+ C, ] . 4202. Cr =y2h"1. 


4203. La chaînette. 4204. v— J/ AV 
caainette U mE + ve 
3 
4205. Une parabole. 4206. S=— [y (+ t+c) _—. V. ci] . 


4207*. Supposons que l’axe des abscisses est orientée verticalement vers 
le bas. que l’origine des coordonnées est sur la surface du liquide et que l'équa- 
sinæ  m+dm 

sin (a—+dæ)  m 
où m est l'indice de réfraction à la profondeur x et « l'angle que fait la verticale 
avec la tangente au rayon de Jumiere. On a visiblement tg &« = y’. Si l'on dé- 
veloppe l'équation m sin & = (m + dm) (sin & cos da + cos & sin da) et que 
l'on néglige les infiniment petits d'ordre supérieur à 1 on obtient: m da — 
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tion du rayon est y — f (x). A une profondeur z on a 


. dm dy’ 
= —dmtg à d'où ——> ————. 
E Um y (+ y 
termine y’ comme une fonction de m. En remplaçant m par son expression en z 
et en intégrant une seconde fois on obtient la solution: 


En intégrant cette équation on dé- 


ÿ= mors on m+V/ m—m? sin? 4 |[+C, 


Mo— M: 
(m2 ms) z+mih 
—————<— . 
4208. y = z?ln Vr + Cyr + Cor + Ca. 


4209. y = + sin 2z + Cr + Cor + Cs 


où m 


4210. y = _ + Po (PQ est un polynôme du 9-ième degré en z à coeffi- 
cients arbitraires). o 

4211, y = C5 + Cor + Ca — Ct(z + Clinlz+ Cl. 

4212. y= Ci + Can + Cort + Car + Co. 

4213. y — + (a — 22)? + Cor + Co 4214. x = C++ Cou + Ca 


4215. Les solutions peuvent s'écrire sous trois formes: y = C, sin (C+z + 
+ Cs); y = Cish(Coz + Css y = Ci ch (Cer + C3). 


4216. (x + C2)? + (y + Ch = CT. 
4217. y—C> CS 1x) + C3. 


2 227$ © 3x$ 1475 
4219. 2) ya ia ++ ET + … 


(z—1)? 2(r—1)9  3(r—1)9 
DR AD eos dos 


112 _—1y3 IN  4(r—1ÿ 


3 214 , 3x5 | z$ 2r4 
4222. yet + HR + Si fete +, 
alors pour r— —0,5 on obtient une série numérique alternée et le premier des 
cinq premiers termes négligés est inférieur à 0,001. 


4 27 ,, 23 oz © 4z$  14x6 | M 
4223. gels tr ... du cinquieme. 
= 2 1 ÿ Me 8 1 11 ° . 
4224. y= zx 5 “+ 7200 © + ...5 0,318; 0,969514. 


d°Q 


4225*. Equation différentielle E=Lr TX, où Q est la 


quantite d'électricité qui a traversé le circuit dans le temps ! écoulé depuis 
le début de l'expérience. En exprimant @ en fonction de V (V étant la 
quantité d’eau contenue dans le voltamètre à l'instant t) et en définissant les 
coefficients à partir des hypothèses de l'exercice, on aboutit à l'équation V” + 


+ aVV'+b=0, où a = _—. = 0,005, b = + — 0,00935. En l'intégrant 
1 
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avec les conditions initiales V, — 1000 cm“, V5, = —k1, = —0,00187 cmÿ/s, 
on obtient la série V — 1000 — 0,00187r — 1079 [2,911 — 3,641 + 3,6415 — 
— 3,041 + 2,171 — ...]. La série est alternée, les coefficients décroissent 
à partir du sixième et tendent vers 0, ce qui simplifie Jes calculs. 

4226*. L'équation différentielle s'écrit 


de Ÿ'dt Mo—kQ — 
Si l'on prend pour fonction inconnue la quantité y de gaz chlorhydrique non 
décomposé à l'instant ?, on aboutit à une équation de la forme yy” + ay’ + 


+ by = 0, où a — À = 50, b — = = 0,0191. En intégrant cette équation 
avec les conditions initiales y, = M9 = 10; yo = —k1, = —0,00381 on 


obtient la série 
y = 10 — 0,00381t + 10-10:5.(1,21 — 1,521 + . . .). 
4227. x?y” — 6zxy + 12y = 0. 
4228. 2xy° — (2z + y +(z+i)y= 0. 
4229. (28 — 37° + 3x) y" — (79 — 3x + 3) y° — 3x (1 — x) y’ + 
+ 3(1—7z)y= 0. 


4230. y = 31° — 273. à 
4231. a) sin z Æ const; b) y” sin 2r — 2y” cos 2r = 0. 
cos? z L 


4232*. 3) En vertu de la formule d'Ostrogradski 


Y1 ÿ2 


° » ce à FAR L 
Y1 Vs 


; : - | P{x)dx 
ou en développant le déterminant (le wronskien): yyys —yiya = Ce 2 


Divisons les deux membres de l'équation par y?, ona  ( + ) — 


y1 
“ dx 
= e Ÿ P& . d'où l’on déduit la relation cherchée. 
2 
4233. y=Cizin tE |—2Ci+ Cox. 
4234. y= Ci + Ca 4235. y=z—e*"!. 


4236*. Entre les fonctions P et Q on doit avoir la relation Q’ + 2P-0 = 
= 0. Porter y, — 1/y2 dans la formule (qui découle de la formule d’Ostro- 
gradski) de l'exercice 4232, dériver deux fois l'expression obtenue et porter y: 
et y; dans l'équation donnée. 

4237%. y = C1 (4 — 3x) + Co W1 — 7° (4x — 1). Par hypothèse y, — 
= AS + Bzt + Cr + D. Portant y, dans l'équation donnée on déduit B = 0, 
D = 0, A/C = 4/—3 ou À = 4k et C = —3k. Donc la solution particulière 
sera y, — k (4x — 3x). En vertu de la propriété de l'équation linéaire on peut 
prendro k = À et il s'ensuit que y, — 47° — 3z. Connaissant une solution par- 
ticulière on en détermine une autre, puis on compose la solution générale. 


4238. y —Cisin r+ Co [1—sin sin &(=++) J: 
4239. y=Ciz+ Cor | PTE. 4240. y= Ciz Co (a2—1). 

4241. y — Car + Cort + Cort. 4242. y= + z (Ci + Clnizl) 
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4243. y = Ciex + Cor — 2 — 1. 4244. y = Cm + Co (z+1)— 7. 
4245. y=2+ 3543 (+ —+2arctg z)+2. 
2 mm 7x 


4246. M EEE 6 .…. 
274 278 977 6278 
4247. gt + 
_a2 fi 378 576 (2n— 41) z2n+2 
PRE LRAETATE) + + cc. 


zd zi xs 
HO (+++ ee). 
x z3 37 
4250. y= Ci (14 ee) + (a+ + n? 
4251. y = Ciex + Coer?x. 4252. y = Cyesx + Coersx. 
4253. y= Cyetx + Co. 4254. y= Cet Var ct VAx, 


4 
-=7x 
4255. y—Cie2x+Cre % . 4256. y—Cicos r+Cosinr. 
4257. y— "sx (Ca cos 2r + C2 sin 2x). 
4258. y=— ex ( ca cos ++ Casino +). 4259. y= ex (Ci+ Cor). 
1, 
4260. z—(Ci Cot)e2"5t. 4961. y—(Ci+Cor)e * 
4262. y—4ex+2e5x. 4263. y — 3e-?* sin 57. 
zx 
4264. y—e *(2+7r). 
4265. y—=[1+(1—m) x] emx. 4266. y — cos 3e —— sin 9x. 


&267. Si k>0, alors y— 7 sin[V#(z—zo)]+vocos[Vk(z—zol: si 


Lu VE a) eV + Fa) VAE 50, 


k 0, alors y — 
où kiy= — k. 


VE 


4268. y — ts Lex, 4269. y—Cicosaz+Cosinaz+——— 2 : 
5sinz-t-7cos zx 
14 


4271. y—e"x (Cicos2z +Cosin 2z)— + 005 27—2 sin 2% 
2 >, 9 11 
4272. y=(Ci+ Cor) T4 a trs tr. 
4273. y—= ex (Cicosz+Cosinz)+r+1. 4274. y = CieX + Caer sx — 0,2. 
4275. y— Ciex + Coe2x+ y, où y est égal à: 1) Le; 2) 3re°x; 


3) + cosz+ sin z ; 4) z$+ _ +22. | 


4270. y = Cieëx + Coex + 
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5) — Le [cos 5+2sin+ | : 


6) ++ ne 7) eX(2z°+z); 8) À 24 (9-+ 3 cos 2e — sin 22); 


1 el 3 
9) — 2e — Le 2x: 10) 5g ST — 55 sin 2 + pag COS 3 + ne Sin Br; 


5 
+ Ps DE L 
4276. y—Ci+Cre “ —+y, où y est égal à: 1) Las-<at-Ls 


1 


2) T7; 3) 5sinz—2cosz; 4) + sin 27 cos 22 ; 5) cos 2,5z+ 


+ sin 2,5z— 0,02re” —2,5x, : 6) (— 52.) cos z -(2-5) SiN Z ; 


5 5 
7) ex [(40z+ 18) sin x—(20z+ 1) cos x]; 8) (+ — ze =} 


10 \ 5 
4277. y=e2x (Ci Cor)+y, où y est LA à: 1) _— 2) + 
8) Les; 4) + cos 22 + rt : 5) (= sin 3: +608 8: ) — 


L {35 JS a: er | 
ET) (3 sin s+4cosz) : 6) 100 (9 sin z+4 cos z) + x © sin 3z — 12 cos 37); 
7) 22242484 4rte2r+ cos 22; 8) + (atee — Lex) ; 


1 | 1 : 1 1 

Le me == . ——— eX-1 12. ei- 

9) > (es Te x) 75 (Bsins+4coss) ; 10) er— ext + els, 
4278. y—=Cicos z + Cosinz<+y, où y est égal à: 1) 2r%—13z+2 ; 2) cos 3x; 

3) +zsinz; 4) —+2c082— 67 ; 5) _ (zsin 2 — cos 8z ) ; 

6) 9-4 cos 2z:—0,2 cos 4z ; 7) 0,5chz; 8) 0,5+0,1 ch 2z. 


3 
4279. y=e Éd z+Co ms y, où y est égal à: OET e . c 


15 . 4 . : 107 r 
2) 590 5 z+ D cos —Zz; 3) + + + (2 +$ 24 À 95 Ÿ — 3) 


L 32 


3 
= x = x 
4) — À co ze * 9) F ze cos 2; 6) 0,5e2x + 1,3. 


4280. y—2+ Cicosz+ Co sin & +c08 z ln | 
4281. y—ex (Ci+Cor— In V z2+ 1-zarctgz)-. 
4282. 1) y—ex(z+C;)—(ex+1)In(ex+41)+Co; 2) y= ex laresin ex + 


Lex VI + C++ VAE + Ce; 3) y—Cie* —cosex+ Co. 
3 5 


_— = X 
4283. y—(1+z)e 210% *“. 
4284. x = ex (0,16 cos 3r + 0,28 sin 3x) + 7° + 2.2r + 0,84. 
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4285. y = ex + 1°, 4286. y = ex (eX — x — x +1). 
4287. y = sin 2z — sin z — cos z. 


4288*. Dériver deux fois les expressions données de y; porter y, y’ et y” 
dans l'équation; dans les trois cas on obtient une identité. 


4289. y—= 2 (Ci + Cori). 4290. y=++Cicosln]z|+Cesinln|zr. 


4291. y—=z{Ci+Coln|z|+ln|z|]. 
4292. y=zln}z|+Cirzt Cor +zs. 


4293. Si _—. > w°, alors y— C; cos kt + C; sin kt+ 


ew? 1 
à D as 5 e 
+ ZT COS Gt +——— er , où k2— co? 


. 1 _ t ke _ 6 ue de. 
Si —— < &?, alors y = Coekt + Coe- H+o ; cos ot — TE ou = ee 


4294. s—— (at + e-tt). 
4295. s — e-0,2t [10 cos (0,245) +8,16 sin (0,245t)] ; s [3 © 7,07 cm. 


4296. 1 — 10 à ÉEVCPD, 
4297. s — e0, 2451 é cos (156,5t) + 0,00313 sin (156,6f)]. 
4298*, k= 33 + cn —— = 33 + 8%, t—=0,38 3. La hauteur de la partie 


immergée du billot est z—5(3+cos &. 16t)]. En composant l’équation on pren- 
dra g=— 1000 cm/s?. 


4299%. r= + (t+e0t), Tout se passe comme si le tube était immobile 


et la,boule soumise à l’action d’une force égale à mur(r étant la distance 
de l’axe de rotation à la boule). 


2 = 00 Fr Le 
4300. Si > mu?, alors =" | k— mu? cos (:y À &?) | : 
si k— mo?, alors r—« (1+-e) : 


si k << mo?, alors = | mur ch (+ a+) «|. 
mo? m 
4301. y — Ci cos 3x + Co: sin 3rz+ C3. 
4302. y = Cie + Coer?x L Caexz L Ciersx. 
4303. y = (C1+ Cox) e2x + (Ca Cix) 2x. 
4304. y — Ciex + Coe-x LE Ca cos 2r + C, sin 2r. 
4305. y = Cyerx HE Coer3x L Cieix. 
4306. y— Cie + Cozex + Carex. 
4307. y=Ci+Coz +Cae x + Cire x. 
4308. y — Cie Cox + Caen LCA LE .. LCn1z +Cn. 
x 


4309. y—e VE (Cicos + 


+ Co gin 


Æ vs)+ 


x 


+e VE (Ca cos + Ci sin 


fn) 
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4310. y = (Ci+ Cox + Cax?) cos + +(Ci,+ Csz+Cer*) sin _ + Cz + Cg- 


4311. y—e x (Ci+Coz+ Car? + ... Chr it). 

4312. y = 1 + cos x. 4313. y — eX + cos r — 2. 
4314. y = (C; + Cor) ex + Ce — x — 4. 

4315. y = (C; + Cor) ex + Cetx + (2 + rz—1)ex. 


4316. y — (C1 + Cox) cos 2x + (C3 + Cz) sin 2z+ + cos z. 


2 
4317. y—(Ci+ Cox) cos ax + (Ca+Cix) sin ar : 
4318. = B—— I + Ciz + Cor +C3+C,cosz+ Cssinz. 


4319. y = Caex + Coe-x + C3 sin z+ C4 cos + ÉTÈE es + zsinz. 
4320. y = (Ci + Cox + r') ex + (Ca + Cax + 2°) e-* + sin z + cos x. 
4321. y = 4 — 3e-x Le-2x, 4322. y = ex + rs. 

4323. = z(C + Coln|z| + Cslnizli 


43241 { z=ef6f(C;cost+C;sint), 
du y=e6t[(Co+Ci)cost+(C2—Ci) sin t]. 
z—Ciet + Coeit, z— et (C1 cos 3t+ C2 sin 3t), 
43242. { y= —Ciet + 3Cset. _— { y = et (C; sin 3t— C2 cos 3t). 


y= Cet — 3Cse”t, 
= Ciet + Cie?! — 5Cae”t. | 
TZ — Ci + 8C2e2t, 
4324.5 


z= Ciet + Crett + Cauet, 
4324.4. { 


— — 9Cret+ Caet, 
2= Cy+ Coet — 2Caert. 
z=Ciet+ CoetL Caest, 
4324.6 { y= Ciet—2Coe2t + Caeit, 
2 —= — Cet — 3Cne2t + 3Caest. 
z= Ciet+est (Ciacost+ Casint), 
4324.7. {=s [(C2+ Cs) cost+(C3—Co)sint], 
z=Cie2t+ est [(2Co — Ca) cos t + (C2 + 2C3) sin t]. 


4395 
" L'y=Ciet a 
z = PNEUS La, 
4326. 
y=— Ciertt— Cri + 5 + e?t. 
VERS 
z—Ciy; n ue 
4327. RENE PA 4328. | z+Vr2+Ci 
2 L — Ca 
z=VcC ln | Û—— 
| V'Ci+ TE 
EE . 2 2 d:— . 
4329. { Z Cu 4330. { . Ha Can; 
++ Ci 2= Cave 


y2—2—=C; a  - 
Foi yz—y2—2= Co. 5 g= Cie t+3Coe st L cos Î. 
2333 { z=Ciet+Coet+Cacost+C,sint, 
" Vy=Caet Co t—Cacost—C, sint. 


z=Ci+Cot— Cat? 84e, 


y=Ci—(Ci+203)t— 5 (C2 — 1) — 5 Cat ++ ef. 
= C ° Z2=Zz—Yy; 
4335. er 1° { , . 
LA 
2=— 
3 ? 
4337. : / 
ONE 
(,— et+het+ et, 
*TT 


4338. KE PE 1 4339. {= 


Le=-ret+ret. 


2— 2LC 
4340. Les courbes = et ye— — HTC, Avec les con- 
ditions initiales données on obtient les hyperboles 
3—z° 3+ 22 
= RL 


z—y+2=0; 
4341. y—ex. 4342. La courbe plane PA z1n]|z| ; 


v 2 


= ETES 1) (1—cos 5-) |, 


4343. ; 
= + [88410414 (0) en | 


4 
z= 10 ch 2t —-—— cos 14: pee | 
4344. a 39 


= 40 ch 21 ++ cos at. 


è représente ici l’espace parcouru par la boule la plus lourde, y par la moin 
ourde. 


Sp Eee) 
4U5 A=— d () É: B= er, où 


2k a—B 
= 84-40, 8 


4346*. Si T est la quantité de poison, alors 


aT 
* dt 


adN 
di = aN — bNT = cN 


et 2 =0 au moment où N—M. 
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SJ1+S:2 


. SiHi<+ Sols 2 _ sis 
4347. ME SES + +2 (Hi H5) € , 
Si+S: 
EE Si + SoHo Si ce a Si 
ho = Si+S TRES (Hi— Hole : 
4348. 1) 0—00+ 0,002 (82— 62) — 0,00008 RE: . de 53°; 
2) 8—69+ 0,002 (e2—67)= — F5. (200nt—sin 200nt) : de 76°. 
0” 


4349. 1) 44,5°; 2) 46,2°. 
4350. 


Z | 1,00 | 1,05 | 1,10 | 1,19 1,20 | 1,25 


y | 1,000 | 1,000 oser | os | os | 0,973 


z 


1,30 | 1,35 | 1,40 | 1,45 | 1,90 


y | ose | os | os | 001 | 0,876 


4351. y[._1 —3,43656. 
ÿy1 | y2 | ÿ3 | Us | ÿ5 


2,9 | 3,16667 | 3,31900 | 3,42500 | 3,43472 
y, donne une erreur relative de l'ordre de 0,1 %. 


4352. 0,46128 ; la formule de Simpson donne le même résultat pour 2n = 
— 10. Toutes les décimales sont vraies. 


6 
4353. y, =1+x ++ EE SE + . .« OtC. ; 


es O; vu æ À, 543 ; 
A1z5 2276 | 
ptet +R TELE 25 +: 3 
f (0,3) = 1,545. 
L'erreur est inférieure à 0,2 % 
4354. 0,808. 


4355*. 1,001624. On obtient ce résultat plus rapidement si l'on cherche 
la fonction immédiatement sous la forme d'une série entière. 


4356*. 1,0244. s'U indication de l'exercice précédent. 


4357. z— +7 + ss LE CRE + ED à anti, 


416 


Chapitre XV 


R 
4358. si 2h, _ Co (—1)À 9 1 9 
°e SIN T— DER Les cn (2k— 2) z+ 


+ C5, cos (2k—4)r— ... +(—1)-1CS 5 cos 2r] ; 
: —1)k  . s 
sin?*+1 ee {sin (2k+1) z—C},.: sin (2k—4)z+ 


+ Chys sin(2k—3)z— ...+(—1)%C$,.,, sin z]; 


Cox 


22h tr [cos 2kz + Ci, cos (2k—2) z+ 


+ C5, cos (2k—4) r+ ... + CËTT cos 2x]; 


| 
082% +1 7 — JR [cos (2k+1)z+Cihiis cos (2k— 1) z+ 


2 & 


2 = . = . 
4360. cosnz = cost r—C? cos"? x sin2r+ CÀ cos" zsinir 


Comme sin r ne figure que comme une puissance paire on peut exprimer 
cos az comme une fonction rationnelle de cos r. 


21 274 
4363. 1) Prime P=V n+l , 


2) P=Vv—, où v=1,2,...,n—1 pour r impair et v=—1, 2, ...,n 


où v=0, 1,2,...,n;: 


| =(2v—1) TT. où v— 
pour n pair, et q—(2v—1) r+1 où v=—1, 2, ..., n+i. 
2x 
4365*. On remarquera que | D, (œ) dp—0. 4366. Oui. 
0 
4371. a) b=b—=b3—=...—0et A—=a43—=4a=... = 0; 
b) CR ER. D=b—=bs =... = 0. 
sin sin (2r + 1)z ne sin 2nzx 
4372. — DE nr 433. = — + 
Tin À 
_ n-1 SiDnz | 
4374. z=2 > (—1) ——— (— 2, 2); 
LR | 
nos e 
A — sinn 
= SRE (o, 20). 
Ts 1 
cos (22+1)z 
4375. — 2 DT 


COS AT 


LL 
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< cos 17 _ 
2) 445 D ——— 


sin ñnz 
ax Ÿ . 
Næi 
x? T° n° 
Her gg = 
“À 9 
4377. 2 V'(— {pti en CO D sinrz 
Nu 1 
12 2%\. 
4378. D (—1)" (5-—) sinnz 
UE | 


4 L sin (22 + 1)z 2 Î sin nh 
4379. ed > RIT 4380. ST +5 à cos nz |. 
n=0 


n= | 


4381. | 1 
x 4 


© 
sinnh \2 
DT D mr | cos ne |. 


N= 1 


= D 


9 
| : ns cos [ MID ] 
4382. — 


(2a + 1) 
T0 
T | sa 
ee“ —1 COS nz nsinnz 
es. + D (ee) J 
Ne 1 
® (— 1} cos == 
— pe"! 
° € ) >» l2L nr? 
n= | 
œ (—4}"-{ nsin 2 
+n(et—et) 5 
l2+ nèn° 
D | 
; ® l cos = — Jn sin Le 
ie 22H09 __AYn 
=sht[ +2 3 (-1 RENTE |: 
N= | 
2 sin Ja 1 acos z a cos 2z 
ARS. (nn ee). 
2 Sin ra sin z 2 sin 2x 3 sin 3z 
GRG, (RE eee). 
4a COS z Le F oser | 
se Rte 2 See. J(a—pair); 
: fl ui — 3° — 5° 
4387. sin az — 
4a cs 2 os da _cos4z ; | 
2[+ 5 Ta PC CE CE — .. |G—impain. 
Pas , 
2 sine Bsinde , Ssine a 
1388. cos az — x | a°—1%  a—3% a — 5° 
° _ 4 P2sin2r , 4sin4r , Gsin6x, 
nLa—2 a —" D 


PC | (a—Ïimpair). 


œ 
2shan n=1 A | 
4389. + > (—1) an nz. 
LR | 
e à 2 _ (— 1)" ch 
sh x coSnz |. 1—(—1chx . 
4390. [142 D (ir + | D En sin ne. 
Ni Na! 
i 9 _ sin 3 (1—cos 3 | | 
4391. f(=+— >. Émge- PRE IX 
Tien À 
= [cos cos és co Le 
ces mt V3 | 3 Sr 3 k 
DO DU on 1 2 Free 
cos cos ie SE 
9 3 3 3 
D T2 12 7 22 + 4 L | 
. nx 
x 3 = UE nTt nt 
* rh ms Gi — SIN ———…— 
4392*. f(x) = FR És. >. ne (cos 3 sin 22z — sin 3 cos ns} 
n= | 
LH 3V/3/ sin2z ___sin4z n sin 87 Ee LL 
6 T Br 12 22 42 …)- 
9 cos 2x cos 4z cos 8x cos 10z 
(une, me em, …). 


Se servir de la solution de l'exercice 4368 
sin@-sinz .sin3@-Ssin3z 
a RO À .. .) ; 


4393*. 1) f@)=— | = 
__ œ(r—a) + D 2e oo 


2) f(r)= 
n=1 
__aœ(r—a) 2 fsin®a-cos2r , sin 2a-cos 4r 
n + ( 12 de 22 LR .) ° 
Se servir de la solution de l'exercice 4371 
nr3 


sin sin (2n— 1) z 1) z 


4394. 35 — BDs à: 37 
LE | 
- 8 ; s n_CoS Az _— | n 
4395. —— ni —48 > (—1) . €) Ga. 
ni 


A—z sin Az 
4: 2°. —— Pt 9 4 X 1 VA ri ë 
1396 5 > (3 1) (voir exercice 4374) 


n=i 


n — 1 


n-—1 | 
DA Ee Gan 


sin rx (voir exercice 4374). 
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(xn—z)? n? Ç n— 4 
4398*. Ps 1 y ren +T nz. 
N=1 


Dériver la série et se servir de la solution de l'exercice 4374 et du fait que 
œ 


1 nr? : : 
ÿ 7 =" (Voir exercice 4376.) 


Nu | 


Pre x az? oi sinon À 2 
4399. trs — 2cosz + Z pen (—-T <<.) 
Tes à 


2 2 
æ gin 
a sr sue 2 . ; EL 
utiliser la série 2 — >) cos nz (voir exercice 4380 pour k — a | et 
Ni 
(—1)""t ns | 
le fait que os 7 (voir exercice 4394). 


4400. f, (x) = 27,8 + 6,5 cos x — 0,1 sin x — 3,2 cos 2r + 0,1 sin 2r; 
fe (x) Æ 0,24 + 0.55 cos x + 0,25 sin x — 0,08 cos 2r — 0,13 sin 2r; 
fa (x) = 0,12 + 1,32 cos x + 0,28 sin x — 0,07 cos 2r + 0,46 sin 2z. 


Chapitre XVI 


4401. Les droites parallèles au vecteur A fa, b, c}: — = =: 


—— () 
C 


4402. Les circonférences centrées en l’origine des coordonnées r° + y? — R?. 


2h 


4403. Les spirales de pas 


= situées sur les cylindres dont les axes se 
confondent avec l'axe =: z = R cos (ot + a), y = R (sin ot + @), = = ht + 
+ % où R, & et = sont des constantes arbitraires. 

4404. Les circonférences obtenues par intersection des sphères centrées 
à l’origine des coordonnées avec les plans parallèles au plan bissecteur y — : = 


= 0: + += = R°, y — : + C = 0 où R et C sont des constantes arbi- 
traires. 


2) Les circonférences obtenues par intersection des sphères centrées en 
l’origine des coordonnées avec les plans qui découpent sur les axes de coordon- 
nées des segments orientés égaux: 2° + y + = = R, rty+z=cC. 

3) Les courbes d'intersection des sphères 7° + y° + 5° — R° avec les 
paraboloïdes hyperboliques :y = Cz. 

4405. div À = 3, rot 4 = 0. 

4406. div 4 = 0, rot 4 = 2{(y—=)t+(:— x) J+(r — y) k] 

4407. div À = G6zyz, rot A—xr(" — y) + y(r —s) j+z(p — 2 k. 

4408. div 4 = 6, rot 4 — 0. 4409. div 4 = 0, rot 4 = {. 


4410. div À = £ où k est le coefficient de proportionnalité et r la dis 


tance du point d'application de la force à l’origine des coordonnées, rot 4 = 0. 
4411. div 4 = 0, rot 4 = O. 
4412. div 4 = 0, rot 4 = 0. Le champ n'est pas défini sur l'axe Oz. 
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BUTS a — 
2 V'z+ys +: 
nalitée. Le champ n'est pas défini dans le plan Ozy. 
4414. 3a. 4416. div b (ra) = (ab), div r (ra) = 4 (ra). 
4417. 0. 4418. 1) O, 2) 0, 3) 0. 


où k est le coefficient de proportion- 


4419. diva= #0}; (r)}, si le champ est spatial, div 4 = [O4 
+ f’ (r), si le champ est plan. 


4421. orot 4—+ (grad q X A). 4422. _ L à 
4423. 2a. 4424. 2wn, où n° est le vecteur unité parallèle à l'axe de rotation. 
4430. u= Ar + C. 


4431. u = — 2 k (22 + pt + 2) + C. 


4432. Non. 4433. Non. 4434. = + n(f+y)+c. 


4435. Non. 4437. 2, D, D. ga3s. 251n VUE ie 
US VO+2 +1 7 


= : 2LbS 9 a? + 4n2b° 
4439%). 4k (V/2— 1). 4440. CARE in HV etant 


a 
4441. 2k5a In (1+7V 2). 


D vf: 

4442. 7 arccos h, si h<< 1, 2xk, si h—1, 
2nk _—— 

Te in (a+ VD), si h> 1. 


2 2 V 42 
4443*. 1) 242 RS Fi MES 2) AknRôIn UE. 
Diviser le cylindre en deux par une section parallèle à la base et calculer le 
ROene il de la surface latérale du cylindre comme la somme des potentiels 
es surfaces latérales des deux demi-cylindres en utilisant le résultat du 1). 
4444. 2knxRÔ. 


4445*. 1) ka [4 V'R+HÈ—H2+R?In AVAL | 


? 


2) 8 La are ae panein EVREERE |, 


2R 
Voir indication de l'exercice 4443. 


4446. xkÔH (1 — H), où L est la génératrice du cône. 
3 
a R3S a \2 fa\3 3n 
a (+) -(%) +] pour >; 
ET R° R\3 3/R\° ; 
= t[ (1407) (4) +7 (2) 2] pour e< R: 
= (4 V2—3) pour a=R. 


*) Dans les réponses aux exercices 4439-4449 k désigne la constante de 
gravitation. 


4447 2 
. Fo 
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4448*, u — ne (R3— ri) = (M est la masse du corps) pour a>R; 


u = 2knô (R?—r°) pour a<r; 
4knô , 2.» 
3a (a3 — r3) + 2kx6 (R?—a°) pour r £a<R. 


Tracer une sphère concentrique de rayon a et appliquer les résultats des 
deux'premiers cas. 


U = 


4449. [14 À (2) où 4 est la masse de la boule. 

4450. Le flux et la circulation sont nuls. 

4451. Le flux est égal à 2aS où S est l’aire limitée par le contour L. La 
circulation est nulle. 

4452. Le flux et la circulation sont nuls. 

4453. Le flux est égal à 3/2nR, la circulation à 2rR°. 

4454. Le flux est égal à 2x lorsque l'origine des coordonnées est située 


à l'intérieur du contour et à O0 dans le cas contraire. La circulation est nulle 
dans Ics deux cas. 


4455. La circulation est égale à 2x si l’origine des coordonnées est située 
à e OIFIQUE du contour et à O dans le cas contraire. Dans les deux cas le flux 
est nul. 

4456. 2. 4458. 21R°H. 4459. n1R°?H. 

4460. 4x. Calculer le flux en fonction de la base du cône et utiliser la 
solution de l'exercice 4457. 

4461. 3/16x. 

4462*. 1/6. Se servir de la formule d'Ostrogradski et calculer le flux en 
fonction de la base de la pyramide. 

4463. 2n°b*. 4464. 2x0R2. 


4465. —x. Appliquer le théorème de Stokes en prenant pour contour ZL 
la courbe d'intersection du paraboloïde avec le plan Ozy. 


e 


COMPLÉMENT 
TABLES DE CERTAINES FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES 


1. Fonctions trigonométriques 


sin a | tea cotg a | cos œ | | a° line sin a ga 
0 |0,0000!0,0000 _ 1,000 90 0 0 0,000 0,000 
5,731 0,1 | 0,100 0,100 
1 0175 57,3 1,000 89 11,5 0,2 | 0,199 0,203 
2 0349 28,6 0,999 88 17,2 0,3 | 0,296 +6,309 
3 05 23 19,1 999 87 22,9 0,4 | 0,389 +0,423 
4 0698 14,3 998 86 28,7 0,5 | 0,479 0,546 
5 |0,0872 11,4 0,996 85 36,4 0,6 | 0,565 0,684 
6 1045 9,5 995 84 40 ,1 0,7 | 0,644 +0,842 
7 1219 8,1 993 83 
8 139 7,1 990 | 82 45,0 _. 0,707 | +1,000 
9 156 ,3 988 81 
45,8 0,8 | 0,717 +1,030 
10 174 [0,1 985 80 51,6 0,9 | 0,783 1,260 
11 191 1 982 79 57,3 1,0 | 0,841 1,957 
12 208 2 978 78 63,0 1,1 0,891 1,965 
13 295 2 974 77 68,8 1,2 | 0,932 2,572 
14 242 970 76 74,5 1,3 | 0,964 3,602 
15 259 0,966 75 80,2 1,4 | 0,985 +5,798 
16 276 961 74 86,1 1,5 | 0,997 | +14,10 
17 292 956 73 
309 951 | 72 | 90,0 | Æ | 1,000 = 
326 946 71 
91,7 1,6 | 1,000 | —34,23 
934 69 103,1 1,8 | 0,974 —4 ,286 
927 68 H108,9 1,9 | 0,946 —2,927 
921 687 |114,6 2,0 | 0,909 —2,185 
914 66 120,3 2,1 | 0,863 —1,710 
0,906 65 |126,1 2,2 | 0,808 —1,374 
899 64 131,8 2,3 | 0,746 —1,119 
891 63 : 
883 | 62 |135,0 | = | 0,707 | —1,000 
875 | 61 
137,5 2,4 | 0,675 —0,916 
0,866 60 H143,2 2,5 | 0,598 —0,747 
857 59 |[149,0 2,6 | 0,516 —0,602 
848 58 194,7 2,7 | 0,427 —0,473 
839 57 160,4 2,8 | 0,335 _—0,356 
829 56 |166,2 2,9 | 0,239 0,24 
0,819 55 |171,9 3,0 | 0,141 —0,143 
809 54 177,6 3,1 0,042 —0,042 
799 53 180,0 EL 0,000 0,000 
7e 52 
m FA 3 
| 51 sine, cos TV, 
Lors 50 
7 49 E 14 | 
743 | 48 tg==—, cotg==V3, 
se | ant nto 
0,707 0,707 | 45 PU 2. 
Es 
sine [œ | ter=coumT=t. 
2 3 & 5 6 7 8 9 


a radians |0,017 [0,035 0,052 [0,070 


0,087 |0,105 [0,122 |[o,140| 0.157 
1 radian = 57°17°45" 


2. Fonctions hyperboliques 


& 
R 
2 
ni 
|» 
# 
[e] 
5" 
h 


0 0 1 

0,1 0,100 1,005 2,1 4,022 4,144 
0,2 0,201 1,020 2,2 4,457 4,568 
0,3 0,305 1,045 2,3 4,937 9,037 
0,4 0,411 1,081 2,4 9,466 9,991 
0,5 0,521 1,128 2,9 6,050 6,132 
0,6 0,637 1,185 2,6 6,695 6,769 
0,7 0,759 1,255 2,7 7,406 7,414 
0,8 0,888 1,337 2,8 8,192 6,253 
0,9 1,027 1,433 2,9 9,060 9,115 
1,0 1,179 1,543 3,0 10,02 10,07 

1,1 1,336 1,669 3,1 11,08 11,12 

1,2 1,509 1,811 3,2 12,25 12,29 

1,3 1,698 1,971 3,3 13,54 13,58 

1,4 1,904 2,151 3,4 14,97 15,00 

1,9 2,129 2,352 3,9 16,54 16,57 

1,6 2,316 2,578 3,6 18,29 18,31 

1,7 2,646 2,828 3,7 20,21 20 ,24 

1,8 2,942 3,107 3,8 22,34 22,36 

1,9 3,268 3,418 3,9 24,69 24,71 

2,0 3,627 3,162 4,0 27,29 27,31 

Pour zx >> 4 on peut prendre sh zæchzx ms <— à O,01 près 
sh z = ù : chz= "+ L : 
e—=shz+chz; el — cos r + i sin x. 


3. Grandeurs inverses, racines carrées et cubiques, logarithmes, 
l’exponenticile 


D SD 


- 
=] 


O0 =1 © O1 à © N° = © 


L. 1 
L 2 L 2 * 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


on 5 & ® © N 
© 
en 

bel pal ju Dub = bel bed pub prb 


D OM 
a 3 1 
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Suite 


h 


V 10x Ÿ 100x 


h 


D 1 
D 1 


D] 
ES 

- 

- 


e 
1 


D 
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D D D © D = 
WW D D © D = 


D 1 
=] 


BBSE8 LREBSX 


. 
D 1 


D 1 
D | 


Li 
- 


1 ND 1 D 
© © N © 


D ] 
L 1 


D 1 
1 


D 1 
D 1 


Su Home O voue or 5 & 10 = © © © 1 ci swbeSo, 


nome vo tn 5 &w D = © © 


L. 1 
- 
… 


. 
L 
- 


. 
%* 
- 


L 2 
L 1 


… 


LI 
1 


… 
L 2 
L. 1 


%… 
D 1 


L à 
%… 
D 1 


L 1 
- 


æ 
LL 2 


B ÉDBBE DFO8S SN 
OO Oo RE CO 2m © m2 O1 D 


Ho mO Dome en  # © Ne © © © «1 Oo Ci 


%s 
L2 


%* 
- 


%* LD +» 
D ] … 


- 
- 


5 © 3 E Ci 
© Co = @ O1 ww 0) m © EE © 1 


L 1 
L 1 


3 
3 
) 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
4 
& 
4 
& 
4, 
4 
4 
4 
4 
à 
5) 
5) 
s 
5) 
6] 
9 
5) 
9 


On On En O1 En On On on O1 1 EE ES EN ES SN LS 1 On CD Co € C0 En © © © © 


L 1 
+ 


Suite 


x + Vx | Viox x NT F 100% lg x In x e* x 
6,0 | 0,167 | 2,45 | 7,75 | 1,82 | 3,91 | 8,43 | 778 | 1,792 | 403 | 6,0 
6,1 164 47 | 81 83 | 94| 48 | 785 808 | 446 | 6,1 
6,2 161 49 7 | 84 96 53 | 792 825 | 493 | 6,2 
6,3 159 | 51 94 85 98 | 57 | 799 841 545 | 6,3 
6,4 156 53 | 8,00 | 86 | 4,00 62 | 806 856 | 602 | 6,4 
6,5 | 0,154 | 2,55 | 8,06 | 1,87 | 4,02 | 8,66 | 813 | 1,872 | 665 | 6,5 
6,6 152 | 57 121 88] 04 71 | 820 887 735 | 6,6 
6,7 149 59 49 | 89| 06 75 | 826 902 | 812 | 6,7 
6,8 147 61 25 [| 89| o08| 79 | 833 947 898 | 6,8 
6,9 145 63 | 31 90 10 | 84 | 839 932 992 | 6,9 
7,0 | 0,143 | 2,65 | 8,37 | 1,91 | 4,12 | 8,88 | 845 | 1,946 | 1097 | 7,0 
7,1 141 66 43 92 14 92 | 851 960 | 1212 | 7,1 
7,2 139 68 | 49 93 16 96 | 857 974 | 1339 | 7,2 
7,3 137 70! 54] 94 18 | 9,00 | 863 988 | 1480 | 7,3 
7,4 135 | 721 60 95 20 | 05 | 869 | 2,001 | 1636 | 7,4 
7,5 | 0,133 | 2,74 | 8,66 | 1,96 | 4,22 | 9,09 | 875 | 2,015 | 1808 | 7,5 
7,6 132 76 72 | 97 24 13 | 881 028 | 1998 | 7,6 
7,7 130 77 77 | 97 25 17 | 886 041 | 2208 | 7,7 
7,8 128 79 83 | 98 27 21 | 892 054 | 2441 | 7,8 
7,9 127 81 89 | 99!| 29 24 | 898 067 | 2697 | 7,9 
8,0 | 0,125 | 2,83 | 8,94 | 2,00 | 4,31 | 9,28 | 903 | 2,079 | 2981 | 8,0 
8,1 123 | 85 | 9,00 | 01 33 | 32 | 908 092 | 3294 | 8,1 
8,2 122 86 | 06| 02 34 36 | 914 104 | 3641 | 8,2 
8,3 120 88 11 02 36 | 40 | 919 116 | 4024 | 8,3 
8,4 119 90 17 | 03 38 | 44 | 924 128 | 4447 | 8,4 
8,5 | 0,118 | 2,92 | 9,22 | 2,04 | 4,40 | 9,47 | 929 | 2,140 | 4915 | 8,5 
8,6 116 93 | 27| 05] 241 51 | 935 152 | 5432 | 8,6 
8,7 115 95 33 | 06 43 | 55 | 940 163 | 6003 | 8,7 
8,8 114 97 38 | 06 45 | 58 | 944 175 | 6634 | 8,8 
8,9 1121 98] 43| 07 46 62 | 949 186 | 7332 | 8,9 
9,0 | 0,111 | 3,00 | 9,49 | 2,08 | 4,48 | 9,65 | 954 | 2,197 | 8103 | 9,0 
9,1 110 02| 54] 09 50 | 69 | 959 208 | 8955 | 9,1 
9,2 109 | 03] 59 10 51 73 | 964 219 | 9897 | 9,2 
9,3 108 | 05 64 10 53 | 76 | 968 230 | 10938 | 9,3 
9,4 106 | 07 69 11 55 | 80 | 973 241 | 12088 | 9,4 
9,5 | 0,105 | 3,08 | 9,75 | 2,12 | 4,56 | 9,83 | 978 | 2,251 | 13360 | 9,5 
9,6 104 10 | 80 13 | 58] 86 | 982 262 | 14765 | 9,6 
9,7 103 11 85 131 591 90 | 987 272 | 16318 | 9,7 
9,8 102 13 | 90 14 61 93 | 991 282 | 18034 | 9,8 
9,9 101 15 95 15 63 | 97 | 996 293 | 19930 | 9,9 
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_ | V= V10x V x Ÿ 10x 7 100x lg x In x Ci x 
10,0 | 0,100 | 3,16 0.00 2,15 | 4,64 | 10,00 | 000 2,203 22026 | 10,0 


Dans le graphe 1g z sont données les mantisses des logarithmes déci- 
maux. 
"Pour trouver les logarithmes naturels des nombres supérieurs à 10 ou 
inférieurs à 1 on se servira de la formule 


In (r-10À) — In z+# In 10. 
À remarquer que 
In 10 — 2,303; In 10° — 4,605; 
1g z —0,4343 1n z; In z — 2,303 1g z. 


Formules de calcul approché des racines : 


D ——— — 
DyTrsRt+£ 4e pour |z1<1. 
LS dom EE EE b 1—n b° 
2)V a Fora(i+- +) pour 


a 


b 
|<t. 


" dé 
- + re . 
A LES st" 
t ” 4 
A 4 eo, 


L. » L. 
Le | ? 
21 » à. 
Le 2 ÿ $ 
L h 
Le EN Mg 4 
URE ee Eure 
« \ CA La 
. : ] 
\ ; * rd D 
pe . 
, LS 


